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Warieut, E. M. 
Math. Annalen 142, 311—316 (1961) 


Partitions into k parts 
By 
E. M. Wrieut in Aberdeen, Scotland 


We write p,(n) for the number of partitions of n into just k parts, i. e. the 
number of solutions of the Diophantine equation 


(1) mt Ntssstm=n (lonsn, sae N,) . 
Recently RreGER [4] showed that, for k => 3, 


v* ly k(k — 1) (k 
ki(k—1)! | 4n 


1 


(2) Px(n) 


and also that 


3) l 
' 0| n? ) 


k 
(3) p,(n) = >) a(k,t;n) nt, 
t=1 
where the a(k, t; n) depend on the residue of n to modulus k!, but not otherwise 
on 7. 
Much more is known about p,(n), e. g. 
Theorem. We have 
k 

(4) p;.(n) >» Pik, u;n) 

u=1 
where 

[k/u] 
(5) P(k,u;n)= 3” a(k, u,t;n) nt 

t=1 
and a(k, u,t;n) depends only on k, u,t and the residue of n(mod u), so that 
a(k, 1,t; n) is independent of n. Hence (3) is true with 

[k/t) 
a(k,t;n) = 3° a(k, u, t; n) 
u=1 

and a(k, t; n) is independent of n when t > 4 k. 

This result is due essentially to SyLvesterR [5], who gave a method of 
calculating a(k, t, n), which is practicable for values of ¢ near k. These are the 
important coefficients when n - oo and k is fixed. Thus we can prove that, 
for k = 7, 

ee es k(k 3)n*-? k(9k 58k? + 75k 2)n*-* 
Pel) = Fr \E—i + 4e— 2 288 (k — 3)! 
k* (k — 1) (k — 3) (3k® — 19k + 2)n*-* 
1152(k — 4)! 
See also GLAISHER [1]. 

SYLVESTER’s and GLAISHER’s papers are lengthy and very detailed. Here 
I give a very brief proof of the theorem, describe SYLVEsTER’s method of 
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calculating a(k,t;) and find an alternative method for t > 1 k. It is trivial 
that p,(n) = r,.(n — k), where r,,(n) is the number of partitions of n into parts 
not greater than k. The generating function of r,(n) is well known [3] and so 
we have 


k x 
F,(x) = x* [7 (1—2’)'= DY p,(n) 2* (izi < 1). 
j=1 n=k 
The rational function 2~*F,,(x) can be expressed as a sum of partial frac- 
tions. We have 
k 
(6) F,(z)= DS A(k,u; 2), 
u l 
where 
[E/w} 1 (k, u, t; 0) 2* 
~ 4 aad yy’ =. 4 My U, bs 0) - 
(7) H (k, u; x) a na 


and »’ denotes summation over all the primitive u-th roots o of unity. For 
e(u) 
x| < 1, we define P(k, u; n) by 
H(k, u; x) D> Pk, u; n) 2” 
u=k 


t 


and (4) follows. From (7), expanding (1 — ox)~' in powers of x, we have 


[k u) v k+t ] 
(8) P(k,u;n)= Y o"-* DS A(k, u, t; 0) ‘4 
o(u) t=1 
[kyu] 
> 0” $y Bik, u, t: 0) nt-} 
o(u) t=] 


and (5) follows if we take 
a(k,u,t;n)= >’ 0” B(k, u,t; 0) . 


a 


If n, =n, (modu), we have 0" = 0” and so a(k,u,t;n) depends on the 
residue of n(mod u) but not otherwise on n. This is the theorem. 
There remains the problem of calculating the values of the a(k, t; n). For 
t , k, i. e. for half the terms in (3) and, for large n, the terms which are of 
the greatest importance, this reduces to calculating P(k,1;”). We state 
SYLVESTER’s result and find an alternative method which appears to be new. 
We write K ! k(k — 3) and put 


We suppose 0 < x < 1 and put x = e~”, where y is real and positive. For any 
positive integer v, we write 


G(v; y) = D (n+ K)r-te- + Ky , 


so that 
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For small enough y (in fact, for 0 < | y | < 22), we have 


G(1; y) = e-*9(L—e-") = 9 + got nyt my t+**: 
and so 
G(v; y) = (v— 1)! y-*+ O(1) 
as y > 0. Hence 


H(k,1;e-%) = 3? P(k, 1; n)e-* 
n=k 
k-1 


y-* eKy Dd (k -~1—u)! A(u, k) + O(1). 
0 


Now F;,(2) — H(k, 1; x) is regular at x = 1 and so 


e-Kv {F,(e-») — H(k, 1; e-¥)} = O(1) 
as y + 0, that is 


k-1 
(9) y*e-Kv Fi (e-”) = S' (k—1—u)! A(u, k) y*+ Oly*). 
u 0 
Now 


k 
y*e-Kv F,(e-”) = yk e 1/ak(k+1)y JJ (] — e-4v)-1 
1 


k 
y* IT (ev!? - e~ivi2)-1 
j=1 
k 
(k!)-* TT r(h jy), 
j=1 
where t(y) = y cosech y is an even function of y and, for small enough y, can 


be expanded in a convergent power series in y?. Hence, by (9), A(u, k) = 0 
when wu is odd and 


94 bk w, (k) 
A(2t, k) = E130) 
where 
k x 
(10) AT 3(35y) = X o(k) y* 
t 0 
for small enough | y |. C bias 
(11) walk) 1(k=>0), ow,(0)=0 (#21). 
We have then 
((k—1)/2) ’ 
¢ 7 w, (k) , ° 
(12) P(k, 1; 2) = Zz bie aT (n + K)*-1-2¢ 


We see that the introduction of K has halved the number of coefficients to be 
calculated in P(k,1; mn). In particular, since w,.(k) = 1, RieGER’s result (2) 
follows at once from (12) and our theorem. 

We have still to calculate w,(k) fort => 1. SytvestEerR [5] showed that 


(13) «,(k) = (—1) ZIT al ~~ ( a eo) 


m 





314 E. M. Wricut: 


where 


t= MV, + Mgt *s'+m,v, (0< 1,< 0,.<°+*< ,) 


and the sum is over every such partition of ¢ and the product over every 
m, v of such a partition. Also B, is the s-th Bernoulli number, so that 


10 s-1 2s 
. y = : y 4 y (—1 y By 
‘ l 2 =a (2s)! 


for small enough y, and 


k 
S,(k) = Sh. 
h=1 
We give here an alternative method of calculating the w,(k). For k = 1, 
we have 
{ l ‘ ie l ’ =2 . l : - 2 y2™ 
t (> ky) (5 ky) sinh (ky) 2 eu | 1)! 22» 


and so 


~ 9 ie ke ‘ y* = ~ f 9 
(5 W, (k) v)( 3 (2u + 1)!22* & elk 1) yy ‘ 


0 0 ( 
Equating coefficients of y?*, we have, for t => 1, 


teu (k) ke! 


(2 + 1)!22™ (2¢ + 1)!2?! 


(14) w,(k) — w,(k— 1) 
From (11) and (14) it follows at once by induction that w,(k) is a polynomial 
in k of degree 3t. Let us put 
3t 


w,(k) = » c(t, s) k* (¢=>1). 


Using this in the right hand side of (14), we have 


c(t u, v)k?¥+e ks 
w,(k) — w,(k—1 —- >" >’ — a 
(*) e( = =, Get+ ou (2¢ + 1)!274 
From this and (11), we have 
t—1 3t-—3u ’ 
- . ¥ rus y y’ c(t u, v) Y ¥ - S31(k) 
(15) wo, (k) =, =, (2u J 1)!22 Sous » (Kk) (2t 1)!2?¢ 


It is well known that, for any positive integer v, 


k r+i1 
(16) S,(k) = J h’= 0! Y Div + 1—v) ir! 
h=1 ) 1 
where 


D(0) = 1, D(l) = +, D(2s) = (— 1)" B,/(2s)! (s=1) 
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and D(r) = 0 for all other integral values of r. Using (16) in (15), and equating 
coefficients of k*, we have 


t—1 3t-—3u 


(9 L. »)t 9 a i ‘ 2 4 
Pe Pee x x c(t = 9 Gn. ee v+l1 ee Piss + 1 a 
are eee (2u + 1)! (2¢ + 1) 2 
that is 
3t-1 
(17) s!c(t, s) = — 7 w! D(w + 1—s) u(w, t), 
w = max (3,8—1) 
where 
ed 
2 2 c(t u, w 2x) 
p(w, t) = Qu + liz (w < 2t), 
u=1 - oo 
t-1 
—~ c(t u, 2t — 2) l 
(2, t) ») ; a + ——— 
i, Quy (2¢ + 112" 
3t—w 
a” ne u, w — 2u) 
pu(w,t)= » Qua Dia (w > 2t). 
u=1 - a. 
Thus, to calculate the coefficients c(t, s) for each successive ¢ we calculate 


the u(w,t) and then use (17). 

This method can, like SyYLVESTER’s, be extended to calculate P(k, u; n) 
for u > 1, but it is then much more cumbrous. The form of p,(n) for k < 12 
is given in [2], where there is also a bibliography. 

RIEGER’s proof of (2) and (3) was based on induction with respect to k 
and the use of the simple combinatory result 


(18) px(n) = py(n — k) + py-y(n— 1) 


and avoided the use of generating functions entirely. If we use the generating 
function but avoid the introduction of the variable y, we can use (18) to 
prove that 


(19) P(k,1;) = P(k,1;n—k) + P(k—1,1;n—1). 
Again, if we define P(k, 1; n) by (8) for negative n, we can show that 
(20) P(k, 1; n— 2k) = (—1)*-! P(k,1;—n). 


From this we can deduce that (12) is true for some w,(k) and from (19) that 
these w,(k) must satisfy (14). Unfortunately, we have now no definition of 
w,(k) for t> $(k—1) and so (11) and the rest of the calculation of w,(k) 
breaks down. This gap might possibly be made good, but it seems that a proof 
of SYLVESTER’s result (13), at least, requires the introduction of the variable y 
much as above. However these fine distinctions between the different levels 
of sophistication of these fairly unsophisticated proofs are perhaps not very 
important. 





(1) 
[2] 
[3] 


[4] 
[5] 
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Realizations of Abstract Algebras of Functions 
By 


H. H. Jounson* in Princeton 


Recently, B. Scowe1zER and A. SKLAR! investigated an abstract system 
SY having many of the properties of the set of all real, single-valued functions 
on sub-sets of the real line under the operations of addition, multiplication, 
or composition, denoted (.F, +), (F, +), or (F, c) respectively. For any set X 
one can study algebras of functions transforming subsets of X into X under 
the operation of composition, and under suitable assumptions such algebras 
will constitute examples of the abstract systems defined by the above authors. 
Such algebras will be called composition algebras. 

In this paper a procedure is described for constructing from any abstract 
system in the sense of the above paper a composition algebra in a natural way. 
Necessary and sufficient conditions are found that the abstract system be 
isomorphic to the constructed composition algebra. 


1. Composition Algebras 


References to the paper of SCHWEIZER and SKLAR will be enclosed in 
brackets. The authors there define an abstract system SY as a semi-group with 
operation ‘‘o” and with identity ‘‘n’’ which is partially ordered by 
Important axioms here are that if a,b €.%, aC b, then there exists a unique 
n,n such that a= bo m, and if n, Cn, then aon, Ca. For each a € Y, 
there exists Ra C n, and La C nsuchthat La oa=aoRa=a,andL(ao b) 

La, R(boa) C Ra, and, if n,n, then Ln,= Rn,= n,. Also, it will be 
assumed that Y has a null element, “0”, so that ao0=0 for allac SY 
[Section 6]. (If Y has such an element, it is unique; if Y does not have a null 
element, one may be added to Y in the obvious way.) 

Now, let X be a set, F a collection of a symbol 2 and single-valued functions 
f whose domains Domf and ranges Rngf are subsets of X. If f,g are in F, 
let fg denote the composition function x — f(g(x)) defined on g~! (Rngg™ Domf) 
if this is non-empty, and @ otherwise. Leta f = fo =o for all f € F. F will be 
called a composition algebra if 

(i) F is closed under composition, 

(ii) the identity 7:X > X is in F, 

(iii) if f € A, then J|Domf and J| Rng/ are in FJ, 

*) This work was done with partial support of OOR Contract DA-36-ORD-2164. 


1) Scuweizer, B., and A. SKiar: The algebra of functions. Math. Ann. 139, 366——382 
(1960). 
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(iv) if f€ FA and £f is the set of all points in Dom/ where / takes a value 
different from its value at any other point, then (f | Hf)~! is in F. | 

F gives rise to an abstract system S(F) by letting n = J, Lf = I| Rngf, 
Rf=I|\Domf, fog=fg, and fog means f=g|Domf. Satisfaction of 
| Axiom 5*] is guaranteed by (iv) above. 

Abstract systems Y which arise in this way have one additional special 
property, namely, 


(C) for alla, b € SY, L(a o Lb) = Liao b) and R(ao b) = R(Raob). 


We shall assume that this holds for all systems under consideration here. 
This property need not hold for general abstract systems, as evidenced by the 


following example: .Y = {b, n, ny, No, ...,nj,..-,8}, Wheren D n, D Ny 
** 59,652, bob=2, bon, =o, n;0nj4,= 254, RO= Lb=n is an 
abstract system where R(bon,;) = Ro =o, and Rbon;=noOn;=1N,;, 80 


R(Rb o n;) = nj. 


2. Realization of Abstract Systems 

Let SY be an abstract system satisfying (C). From S there will now be 
constructed a composition algebra in a natural way. Let 4% be the subset of 
composed of all elements ¢ n. By a filter is meant a subset ® C ¥ such that 

(a) ifu,v ED, thenuove®, 

(b) if wu € OD and w 2D u, then w € @, and 

(c) 0O¢€@. 

The set of filters may be partially ordered by inclusion, and if {®, | « € A} 
is any nest of filters, U {®, | « € A} is also a filter. Hence, by the Hausdorff 
maximal principle, there exist maximal filters, called ultra-filters. If ® is an 
ultra-filter and u €¥% is not in ®, then there exists w € ® such that u o w = 0, 
for otherwise u and ® would generate a filter larger than @. 

Let X denote the set of all ultra-filters. For each a € Y there will now be 
defined a transformation, T,, on a subset of X into X. First, DomT, will 
consist of all ultra-filters ® which contain Ra. If @ is one of these, consider 


p(a,D) ={u\|nQ20u2Lb,bca, ROED). 


p(a, D) is a filter, for if u,v € p(a,®) where u 2 Lb, v 2 Le, bCa, cCa, 
Rb €®@, Rc €@, then br c C a exists [Theorem 6]. Now, 6b c=acoRbo Re 
[Cor. 1 to Theorem 7], so 


R(br\c) = R(ao Rbo Re) = R(RacoRbo Rec) by (C), 
Rao Rbo Re by [Theorem3}. 
So, since Rb C Ra and Re ¢ Ra [Theorem 8], 
(1) R(bonc)=RboRcCE®@. 


Hence, wov2LboLe2L(brc) while bXcCa and R(br\c) €®@, so 
u ov €w(a,®). Hence property (a) for filters holds. Property (b) is obvious 
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from the definition, and property (c) follows from the fact that if Rb = 0, 
then 6 = 0 [Theorem 36]. 

Theorem 1. y(a, ®) is contained in only one ultra-filter. 

Proof: If ®, and ®, are different ultra-filters containing y(a, ®), let u, €®, 
and u,€@®, such that u,0ou,=0. Consider {u,0b|bcC a, Rb€®D}, and 
{u, 0b|bC a, Rb € D}. There are two possibilities. 

If R(u,o b)€@ and R(u, ob) €@ for any 6 satisfying bC a, RbE®, 
then R[(u, 0 b) A (ug 0 b)] = R(u, 0 b) o R(u, 0 b) € M, by the same reasoning 
as in equation (1). On the other hand, 


L[(u, 0 6b) A (ug 0 b)] C L(u, 0 6b) C Du, = u,, 
and 

L[(u, 0 b) A (ug 0 6)] S D(u, 0 6) SC Lug = uy, 
hence 

L[(u, 0b) (ug 0 b)] Cu, oug=0. 


Hence (uv, 0b) (u,0 6) =0 [Theorem 36], and 0 = R[(u, 0 b) A (uy 0 B)] 
is in ®, impossible. Hence some R(u, © b) or R(u, © 5) is not in @. 

Suppose R(u,0b)¢@ while bCa, RbED. Let wE@ be such that 
0= R(u,0 b) ow= R[R(u, 0 6) ow] = R(u, 0b Ow), s0u,0b0w=0 [The- 


orem 36]. However, 
R(bow)= R(Rb ow) = RbowEe@D [Theorem 3] , 
and bow Ca, so L(b 0 w) € p(a, B®) C D,. But since u, € ,, using (C), 
0= L(u,obow) = L(u,o Libow)) = u,0 Libow) €@,, 


impossible, since by property (c) in the definition of filters, 0 ¢ ®,. Hence, 
y(a, ®) is contained in at most one (hence exactly one) ultra-filter. This proves 
Theorem 1. 

The unique ultra-filter containing y(a, ®) is denoted T',(®). 7’, is considered 
as a transformation on Dom7’, into X. 

Theorem 2. (1) 7,(7,) = Taco, 

(2) ab implies that T, is a restriction of T,, 

(3) 7',, is the identity transformation of X onto X, and 

(4) 7'p, is the identity transformation on Dom T’,. 

Proof: (1) If ®€DomT,(T,), then ®€DomT, and 7,(%) € DomT,,. 
That is, Rb € @ and Ra is in the ultra-filter determined by y(b, ®), hence at 
least Raou+0 for any u€y(b,®). Consider R(ao db). If R(aob) ¢@, 
then R(a o b) o v= 0 for some v € @. 

Hence, R[aobov]= R[R(ao b) ov] = 0, and aobov=0 [Theorem 
36]. Therefore, 


0= L(aobov)=L(ao L(bo v)) by (C) , 
0=aoL(bov) by [Theorem 36] , 


hence 


0=R(aoL(bov))=R(RaoL(bov))=RaoL(bovr). 
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However, bov cb, R(bov)=R[Rbov)=Rbovr, so L(bov) € p(b, D), 
and by assumption Ra o L(b o v) + 0, a contradiction. Hence, DomT',(7',) 
DomT', .». 

On the other hand, if ® € DomT,.,, R(a ob) €@, then R(aob) Cc Rb 
implies Rb € ®, hence ® € DomT’,. If Ra ¢ T,(®), then Ra o u = O for some 
u €T,(®). But in fact, Ra o u = 0 for some u € y(b, M), since otherwise Ra 
and y(b, ®) will generate a filter containing y(b,®), which must be contained in 
T,(®). But then Rao Lc =0 for some eC b, Re €@. Hence, 0= Rao Le 

R(Rao Le)= R(ao Lc), so 0=aoLec. Then by (C) 0= L(ao Le) 

L(aoc) and hence 0=aoc=aoboRe. Finally, using (C), O0=R(aobo Re) 

R(R(a 0 b) o Re) = R(a oo b) o Re. But R(a o b), Re € M. Impossible. Thus, 
Ra €T,(®), and DomT,., ¢ DomT,(7,). Hence Dom7',., = Dom7',(7)). 

Let ® be in the common domain. Then 

T,(T,(®)) 2 {u|n2Qu2Ld,dca,Rd2Lle,ccb, Re ED} =q, 
and 


T,.9(M) 2{u|n2ou2dLe,ecaob, ReCD}=q,. 


If weg, u2Ldalbl(doc), where R(doc)= R(Rdoc)=R(Rdo Leoe) 
R(Lce oc) = Re €@. Hence gy, © gy. However, gy, can be contained in at 
most one ultra-filter. This may be proved in a similar manner as the fact that 
y(a, ®) was contained in only one ultra-filter in Theorem 1 above. 
(2) Suppose aC b. Then Rac Rb [Theorem 8], hence if ® € DomT,,, 
so that Ra €@, it follows that Rb€@, and hence DomT, ¢ Dom7’,,. For 
® € DomT,, 


yp(a, ®) = {u|n2Du2dLe,cCca, Rc ED}, 
{fu|n2Qu2Ld,dcb, Rd €D}= y(b, D). 


Hence, by Theorem 1, 7',(®) = 7,,(®), so T,, is a restriction of 7). 

(3) n belongs in every ultra-filter , since n > any u € ®. Hence DomT',, = X. 
If w€@M, then nOou2dDLu=u, and Ru=u€@. Hence u€T,(D), so 
® ¢ T,,(®), and they are equal since both are ultra-filters. 

(4) D€DomT zp, if and only if RRa= Ra€®@, hence if and only if 
® €DomT,. Ra Cn implies 7'p, is the identity on Dom7,. This proves 
Theorem 2. 

Remark. Axiom 5 [page 376] asserts the existence of an element 6 for each a 
such that aobCn, boaCn, and if ¢ is any other element with aoc Cn, 
coacCn, then aocoaCaoboa. This maximal property need not carry 
over to the constructed composition algebra. For example, Y = {0, a, n, n,} 
where Ra = n, La = ny, n, C n,n, Oa@= 4,40 Nn, = n,. Then the only element 
b satisfying ao b CnandboaC nis 0. But D = {n, n,} is the only ultra-filter, 


Ra €®, and T,(®) = @. 


3. The Condition for Isomorphism 


This section will assume notations and hypotheses of the previous section, 
in particular condition (C). 
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Theorem 3. In order that T, + T, for any a + ), it is necessary and sufficient 
that S have the following property: 

(i) for anyuCvcCn, u+v, there exists w Cn such that uow=0 and 
vow + 0, and 

(ii) for any a+b, if Ra = Rb, there exists c and d such that cC a, dC b, 
Reo Rd +0 but Leo Ld=0. 

Call this property ‘(P)”. Then if (P) is satisfied for any a € S, if b is the 
element whose existence is asserted in Axiom 5, it will be true that if T..(T,) ¢ T 
and T,(T,.) © Ty, then T,(T,(T,)) © Ta(Tr(T,)). 

Proof: Assume (P). Let a + 6. If Ra + Rb, then Ra o Rb is not equal to 
both Ra and Rb. Suppose Rao Rb c Ra, but they are not equal. By (i), 
there exists w Cn such that Rao Rbow=0 and Raow+0. Then any 
ultra-filter @ €¢ X containing Ra and w (which exists because {u | n 2 u 2 Raow} 
is a filter) will not contain R,, hence ® € Dom7',— Dom7’,. 

If Ra = Rb, a+}, let c and d be found satisfying (ii). If ® is any ultra- 
filter containing Re and Rd, then Lc € T,,(®) and Ld € T,,(®), hence 7',(®) 4 
+ T,(®). Thus a + b implies 7, + 7). 


Conversely, assume 7' 


n 


a+ I, whenever a+b. If uc vCn, u+v, then 
T’,, is a restriction of 7',, which is a restriction of the identity transformation. 
Thus, if Dom7', = DomT',, then 7, and 7, would be the same identity 
transformation. Hence there must be a ® € Dom7', — Dom7’,. If u = Ru ¢ @, 
then some w € @ exists for which u 0 w = 0. Since v = Rv €D, v0 w+ 0. 

Similarly, if a + b while Ra = Rb, and yet 7, + T,, then 7,(®) + 7,,(®) 
for some ®. Thus, y(a, ®) and w(b, ®) belong in different ultra-filters, hence 
their union cannot generate a filter. This means that uov=0 for some 
u€ pla, D), v € p(b, ®). Hence, if w2 Le, cca, Re€@ and v2 Ld, dcb 
Rd €@, then Leo Ld OC uov=0 while Rd o Rc €@, s0 Rd o Re+0. 

If (P) is satisfied and 7’, ¢ 7',, consider 7',(7'p,). This element has, clearly, 
the same domain as 7'p,, hence as 7',. Hence 7, = 7, pg= Ta(T re)= TT Ra) 

- T,,.nq- Hence, 7, ¢ 7, implies a = b o Ra, i.e., aC b. The last assertion 
in the theorem is a consequence of this fact. This proves Theorem 3. 

Theorem 4. In order that an abstract system S satisfying (C) be the abstract 
system associated with a composition algebra, it is necessary and sufficient that 
S be contained in an abstract system F satisfying (P) and (C). 

Proof: If SY is contained in a system F satisfying (P) and (C), the composi- 
tion algebra of the previous section will be isomorphic with FA by Theorem 3. 
Elements of S will correspond isomorphically to a sub-composition algebra 
of the algebra constructed from F. 

Conversely, given any composition algebra on a set X, by adding all 
restrictions of its functions to all subsets of X, a composition algebra satisfying 
(P) and (C) will be obtained which contains the given algebra. This proves 
Theorem 4. 


( Received June 18, 1960) 
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Die isoperimetrische Ungleichung 
fiir die innere Minkowskische Relativoberflache 


Von 


WoLpeMAR BARTHEL und WERNER BETTINGER in Saarbriicken 


HADWIGER und OHMANN [4] haben die Giiltigkeit des Gleichheitszeichens 
in der isoperimetrischen Ungleichung fiir die duBere Minkowskische Relativ- 
oberflaiche mit sehr eleganten mengengeometrischen Methoden untersucht. 
Die entsprechende Frage fiir die innere Minkowskische Relativoberflache 
wurde, soweit uns bekannt ist, bisher nur mit analytischen Hilfsmitteln und 
fiir konvexe Eichkérper behandelt [1]. In vorliegender Note wird nun fiir die 
Gleichheitsbedingung in der isoperimetrischen Ungleichung beziiglich der 
inneren Minkowskischen Relativoberfliche ein mengengeometrischer Beweis 
gegeben. Dafiir konnten wir verschiedene SchluBweisen der genannten Arbeit 
von HADWIGER und OHMANN iibertragen, wenngleich im Fall der inneren 
Minkowskischen Relativoberfliche neue Gesichtspunkte auftraten. Die 
mengengeometrischen Methoden erlaubten auch, die Voraussetzungen — trotz 
einer Verkiirzung des Beweises — wesentlich allgemeiner zu halten als in dem 
bisher bekannten Satz. 


1. Definitionen und Formulierung des Satzes 
Unsere Betrachtungen beziehen sich auf einen n-dimensionalen affinen 
Raum. 
Beziiglich eines ausgezeichneten Ursprungs sind fiir Mengen A, B die fol- 
genden Operationen definiert: 
Dilatation 


Minkowski-Summe 


Minkowski-Differenz 

__ ae 
Dabei verweisen wir fiir die Eigenschaften dieser Minkowskischen Addition 
und Subtraktion auf HapwiceEr [2] und [3]. 

Weiter werde das beziiglich eines ausgezeichneten Einheitsparallelotops 
definierte Lebesguesche MaB einer Menge A mit |A| bezeichnet. Die innere 
Minkowskische Relativoberfliche von A relativ zu B ist dann durch 

def ai — 14 — ot 
P_(A, By! lim /4|—/4— eB 


e> +0 Q 


definiert. 
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SchlieBlich heiBt ein Punkt a einer meBbaren Menge A maffremd, wenn es 
zu a eine Umgebung U mit |A ~™ U| = 0 gibt. Die Vereinigung der maBfremden 
Punkte von A heiBt Schleier von A, das Komplement des Schleiers beziiglich A 
selbst heiBt MaBkern A, von A. Fiir ihn gilt 


(1) A| |Agl , 


da man den Schleier von A mit abzihlbar vielen Umgebungen der oben ge- 
nannten Art iiberdecken kann. Wir bemerken noch, daB mit A auch A, kom- 
pakt ist. 
Nun gilt der 
Isoperimetrische Satz fiir die innere Minkowskische Relativoberfliche: 
Fiir nicht-leere meBbare Mengen A, B ist das (innere) isoperimetrische Defizit 
n—1 l 


(2) q(A, B)= F_(A, B)—n|A| * |B)" >0. 


Fiir kompakte Mengen positiven Maes gilt dabei das Gleichheitszeichen genau 
dann, wenn A, und B homothetische konvexe K6rper sind. 

Die isoperimetrische Ungleichung (2) folgt, wie bereits ERHarp Scumipt [5] 
S. 153 bemerkte, im wesentlichen durch eine einfache Umrechnung aus dem 
Spiegeltheorem zum Brunn-Minkowskischen Satz (vgl. auch HapwiceEr [3], 
S. 189). Dabei erhalt man jedoch keine Aussage tiber die Giiltigkeit des Gleich- 
heitszeichens. Dem Beweis der Gleichheitsbedingung sollen die folgenden Aus- 
fiihrungen dienen. 


2. Eigenschaften der inneren Minkowskischen Relativoberfliche 


A und B seien jetzt nicht-leere meBbare Mengen. Dann kénnen wir zeigen: 
Der Schleier von A ist ohne EinfluB auf den Wert der inneren Minkowskischen 
Relativoberfliche, d. h. 


(3) F_(A, B) = F_(Ag, B). 
Beweis: Wegen (1) geniigt es zu zeigen, daB 
A—oB|=|A,— 0B 
ist. Dazu weisen wir die Relation 
(4) (A—oB), Cc Aa—oBc A—oB 


nach. Weil naimlich die Minkowski-Summe zweier Mengen schleierlos ist, wenn 
wenigstens eine der Mengen diese Eigenschaft hat, gilt fiir p € (A — 0 B), 


p+oBc (A—oB),+oBc Ay. 


Damit ist der erste Teil von (4) bewiesen, wihrend der zweite evident ist. 
Fiir eine konvexe Menge A ist 


(5) F_(A, B) = F_(A, B), 


wobei B die konvexe Hiille von B bezeichnet. 
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Beweis: Da die Dilatation mit 9 und die Bildung der konvexen Hiille ver- 
tauschbare Operationen sind, folgt mit Riicksicht auf die Definition der 
Minkowski-Differenz 

A—oB=A—oB. 
Dies ergibt aber sofort die gewiinschte Aussage. 

Fiir ein eigentliches (abgeschlossenes) Simplex A gilt 
(6) F_(A, B) = F_(A, By), 
wobet B, das B umbeschriebene, zu A homothetische Simplex bezeichne. 

Beweis: Wegen (o B),= 0 B, erhalt man wieder nach der Definition der 
Minkowski-Differenz 

A—oB=A oB,, 


was unmittelbar die Behauptung liefert. 


3. MaBtreue Parallelzerlegung 
In den weiteren Untersuchungen seien A, B stets kompakte Mengen 
positiven MaBes. 
Fiir eine orientierte Hyperebene H bezeichne H’ bzw. H”’ den von H be- 
grenzten positiven bzw. negativen abgeschlossenen Halbraum. Weiterhin sei 


fiir zwei orientierte parallele Hyperebenen H, und H, 


def def 


A'S ANH, A" ANH und B= Bn Hi, BY Bn Hy, 
so daB also 


|A| = |A"| + |A”| und |B| = |B’| + |B’ 


ist. Man sagt nun, H, und H, erzeugen eine maftreue Parallelzerlegung von A 
und B, wenn 


(7) 


ist. 


A’ |B’ 
A B 


Bei mafBtreuer Parallelzerlegung von A und B gilt fiir die isoperimetrischen 


Defizite 
(8) q(A, B) = q(A’, B’) + q(A”, BY”). 


Beweis: Da q(A, B) gegeniiber Translationen von A und B invariant ist, 
14Bt sich tiber eine maBtreue Parallelzerlegung von A und B ohne Einschran- 
kung der Allgemeinheit folgende Annahme machen: Die beiden Hyperebenen 

g 5 5 . 
fallen in eine Hyperebene H zusammen, die durch den Ursprung geht. Letzteres 

. I es 
sichert, daB 
(o B)’ = 0 B’ und (0 B)” = 0B” 


ist, also H auch eine maBtreue Parallelzerlegung von A und 0B erzeugt. Es 
ist dann 


(9) A—oBc (A’—oB’)u(A"— 0B") ; 
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denn fiir p € A — 0 B ist stets wenigstens eine der Relationen 

p+oB' c A’ oder p+ 0B” c A” 
erfillt. Mit (9) erhalt man fiir jedes positive o 

l ] . ‘ , l - ” ” 
(|A A—oB)) : (|A‘| — |A’— 0 B’|) 4 (|A A" —o0 B’’ |). 
= , . = . 0 7 . = 

Wenn man beachtet, daB der limes inferior einer Summe nicht kleiner ist als 
die Summe der limites inferiores der Summanden, so folgt 


F_(A, B) = F_(A’, B’) + F_(A”, B”). 


Mit Riicksicht auf (7) gewinnt man daraus die Behauptung. 


4. Beweis der Gleichheitshedingung 

Den eigentlichen Beweis der Gleichheitsbedingung fiir die isoperimetrische 
Ungleichung (2) fiihren wir in mehreren Schritten durch. Dabei seien weiterhin 
A, B kompakte Mengen positiven MaBes. 

Wir nennen eine Menge A kurz M-separierbar, wenn eine Hyperebene H 
existiert, fiir die H -\ A = 9 ist, waihrend die in ihren beiden abgeschlossenen 
Halbraiumen liegenden Teile A’= Ar‘ H’ und A’ = A” H” positives MaB 
besitzen. Dann zeigen wir zunachst: 


(10) Fiir eine M-separierbare Menge A ist q(A, B)> 0. 


Beweis: Sei H die separierende Hyperebene. Ohne Einschrinkung laft 
sich annehmen, daB H eine maBtreue Parallelzerlegung von A und B vermittelt 
und durch den Ursprung geht. Es existieren dann zwei zu H parallele Stiitz- 
hyperebenen an A’ und A”’, die einen offenen Parallelstreifen bestimmen, der 
mit A einen leeren Durchschnitt bildet. Ist 9 > 0 so klein gewahlt, daB o B ganz 
in diesem Parallelstreifen liegt, so gilt 
(11) A oB (A’— 0 B) U(A”"— oB). 

Gabe es namlich ein p € A — o B, fiir das p ¢ A’— 0 B und p ¢ A’’— oB ist, 
dann miBte die zu oB translationsgleiche Menge p+ 0B sowohl Punkte 
von A’ als auch von A” enthalten, was aber wegen der Wahl von ¢ nicht méglich 
ist. Aus (11) folgt ahnlich wie oben 

F_(A, B) = F_(A’, B) + F_(A”, B). 
Mit Riicksicht auf die Definition des isoperimetrischen Defizits ist diese Un- 
gleichung aquivalent zu 
(12) q(A, B) = q(A’, B) + q(A”, B) +R, 
wobei 

1 n—l n—1 n—1 
R=n|Bl* (ja * + |A"| * —A| * ) 

ist. Unter Beachtung der Ungleichung u*® + v®> (u + v)* fir 0<u, 0<», 
0<#<1 ergibt sich R> 0. Zusammen mit der isoperimetrischen Unglei- 
chung (2) erhalt man dann aus (12) die Behauptung. 
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Dies erméglicht jetzt den zweiten Beweisschritt: 
(13) Wenn q(A, B) = 0 ist, muB Ay konvex sein. 

Beweis: Wir nehmen an, A, sei nicht konvex. Dann gibt es eine Verbin- 
dungsstrecke zweier Punkte a,, a, € Ag, auf der ein nicht zu A, gehdérender 
Punkt c liegt. In dem offenen Komplement CA, kann man ein Prisma kon- 
struieren, das c im Innern enthalt, dessen Grundflache ein (n — 1)-dimensionales 
Simplex ist und dessen Erzeugende parallel zur Verbindungsstrecke von a,, a, 
verlaufen. Mittels der Hyperebenen durch die Mantelseiten dieses Prismas 
fiihren wir, von A, und B ausgehend, nacheinander n maBtreue Parallel- 
zerlegungen durch. Sie liefern uns ein Teilmengenpaar A,, B,, bei dem A, 
von der durch ¢ gehenden und parallel zur Prismengrundfliche liegenden 
Hyperebene M-separiert wird. Dann folgt nach (8) und (10) 

q(Ag, B) = q(A,, B,)> 0. 


q(Ag, B) = q(A, B) = 90 
ist. 
Wir kommen zum niachsten Schritt in der Gleichheitsdiskussion: 
(14) Wenn q(A, B) = 0 ist, muB auch B konvex sein. 
Beweis: Zuniachst ist 
q(Ay, B) = 0 < q(Ay, B). 
Daraus folgt wegen der eben bewiesenen Konvexitét von A, und der dann 
bestehenden Gleichung (5) 
B B). 


Andererseits ist aber B C B, also |B B|. Aus der Abgeschlossenheit von B 
erhalt man daher B = B. 

Jetzt bleibt noch zu beweisen, daB in der isoperimetrischen Ungleichung (2) 
nur dann Gleichheit gelten kann, wenn A, und B auch noch homothetisch sind. 
Dies wird in den folgenden Schritten gezeigt. 

(15) Ist A ein eigentliches Simplex und gilt q(A, B) = 0, so muB B homothetisch 
zu A sein. 

Beweis: Wieder ist zuniachst 

q(A, B) 0 q(A, B,) ; 
Wegen (6) erhalt man hieraus 
|B| => |B, 
Nun ist jedoch B Cc By, und somit |B| = |B,|. Die Abgeschlossenheit von B 
liefert dann B= B,. 
(16) Ist B ein eigentliches Simplex und gilt q(A, B) = 0, so muB A, homo- 
thetisch zu B sein. 

Beweis: Fir jedes A> 0 ist mit g(Ay, B) = 0 auch g(Ay, AB) = 0. Wir 
wahlen A so, daB |A,| = |A B| ist. Bei maBtreuer Parallelzerlegung von A, und 
AB gilt wegen (8), (2) und (7) wiederum 

q(Ao, (A B)’) = 0 und |A4] = |(AB)'| . 
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Zu jedem eigentlichen Simplex A, C A, kann man also durch héchstens n + | 
nacheinander ausgefiihrte maBtreue Parallelzerlegungen eine Teilmenge 
B, C AB ausschneiden, so daB 


q(A,, B,) = 0 und |A, B, 


ist. Nach (15) muB dann B, ein zu A, translationsgleiches Simplex sein. Da 
A, nach (13) konvex ist, kann man in A, jedes Simplex zu einem eigentlichen 
Simplex erganzen. Daher gibt es zu jedem Teilsimplex in A, ein translations- 
gleiches in AB. 

Sei h die Homothetie, fiir welche 4(A,) dem Simplex / B einbeschrieben ist. 
Dann existiert in der Menge h(A,) wegen deren Konvexitaét ein Simplex S, 
das auf jeder (n — 1)-dimensionalen Seite von 4B eine Ecke liegen hat. Dieses 
Simplex S besitzt in A B kein gréBeres, zu ihm homothetisches Simplex. Wie 
eben bewiesen wurde, muB das Simplex h~-!(S) C A, ein translationsgleiches in 
AB besitzen. Die Homothetie h kann also keine Verkleinerung bewirken. Das 
besagt aber, daB sich ganz A, in A B verschieben laBt. Wegen |A, AB und 
der Abgeschlossenheit von A, muB dann A, translationsgleich zu A B sein. 
(17) Wenn q(A, B) = 0 ist, miissen A, und B homothetisch sein. 

Beweis: Nach (13) und (14) sind zunachst A, und B konvex. Wie zu Beginn 
des vorigen Beweises folgt aus (15) und (16), daB zu jedem Teilsimplex in A, 
ein translationsgleiches in A B existiert und umgekehrt. Insbesondere enthalten 
also A, und AB bis auf Translation die gleichen Teilstrecken. Beziiglich einer 
beliebigen euklidischen Metrik miissen dann A, und AB zwei gleichlange 
parallele Durchmessersehnen haben, die wir durch Translation zur Deckung 
bringen wollen. Fir einen beliebigen Punkt @ € A muB das von a und der 
betrachteten Durchmessersehne gebildete Dreieck ein translationsgleiches in 
AB haben. Da aber ein konvexer Kérper nicht zwei verschiedene parallele 
Durchmessersehnen besitzen kann, miissen diese beiden Dreiecke zusammen- 
fallen. So folgt A, Cc AB und wegen der Symmetrie der Betrachtungen auch 
AB Cc Ag, also Ay = AB. 

Damit haben wir bewiesen, daB bei Gleichheit in der isoperimetrischen 
Ungleichung (2) notwendig A, und B homothetische konvexe Ké6rper sein 
miissen. Diese Bedingung ist fiir das Eintreten der Gleichheit in (2) auch hin- 
reichend. 
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Uber die Randwerte der meromorphen Funktionen 
Von 


Kurt MEIER in Winterthur 


Einleitung 


Es sei z = x + ty eine komplexe Veranderliche, J ein endliches Intervall 
der x-Achse, G die Halbebene y > 0 und /(z) eine in G meromorphe Funktion. 
Fiir die Untersuchung der Randeigenschaften von /(z) in den Punkten x von J 
fiihren wir die folgenden Bezeichnungen ein: 

Ist 0< p< 2,0<a< P< a, so verstehen wir unter s,(g) den vom 
Punkt x ausgehenden Strahl, welcher mit der positiven z-Achse den Winkel g 
einschlieBt, unter w,(«, 8) den durch s,(«) und s,(f) begrenzten offenen 
Winkelraum. 

Wir nennen die Zahl a einen Haufungswert von /(z) im Punkt z, falls es in 
G eine gegen x konvergierende Punktfolge {z, 


4 A 


‘ gibt, fiir welche lim f(z,) = a 
Ao 

ist. Die Haufungswerte von f(z) deuten wir als Punkte einer abgeschlossenen 

Ebene 2. 

Unter H, verstehen wir die Menge simtlicher Haiufungswerte von /{(z) im 
Punkt x. Wir bezeichnen ferner mit S,(q) und W,(a, 8) diejenigen Haufungs- 
wertmengen, welche den Punktfolgen {z,} auf dem Strahl s,(q@) bzw. im Win- 
kelraum w,(x, 8) entsprechen. J/, sei der Durchschnitt simtlicher Mengen 
S,(g) (0< go < a). Eine Zahl a ist demnach Element von //,, falls sie zugleich 
auf allen Strahlen s, Haufungswert von f(z) ist. Endlich definieren wir noch 
A,, als die Menge der Werte, welche /(z) in jedem Winkelraum w, beliebig nahe 
bei x annimmt. a € A, bedeutet somit, daB es in jedem Winkelraum w, eine 
gegen x konvergierende Punktfolge {z,} gibt, fiir welche f(z,) = a (A = 1,2,3,...) 
gilt. 

Entsprechend ihrer Definition sind die Mengen H,, S,(q), W,(«, 8) und 
IT,, abgeschlossen und an die folgenden Relationen gebunden: /7, ¢ S8,(@) °C H,, 
W,(«, 8) °C H, und S,(g) © W,(a, B) fir a< p< Bp. 

Unter den Punkten des Intervalls J zeichnen sich diejenigen besonders aus, 
fiir welche einer der folgenden Fille eintritt: 

(a) Die Menge 22— A, enthalt héchstens zwei Werte. Von diesen Werten 
abgesehen, nimmt somit f(z) jeden Wert von 2 in beliebiger Nahe von z an, 
und dies trifft sogar fiir jeden Winkelraum w, zu. Dabei sind die beiden még- 
lichen Ausnahmewerte nur von xz, nicht aber vom betrachteten Winkelraum w, 
abhangig. 


Randwerte der meromorphen Funktionen 329 


(b) Die Vereinigungsmenge J/, + A, ist mit 2 identisch. In diesem Fall 
ist also jeder beliebige Wert entweder Haufungswert auf simtlichen Strahlen s 
oder er wird in jedem Winkelraum w,, beliebig nahe bei x angenommen. 

(c) Die Funktion f(z) hat in x einen Winkelgrenzwert, d.h. /(z) strebt in 
jedem Winkelraum w,(e, 7 — €) (e > 0) fiir z > x gegen einen Grenzwert. 

(d) 17, =H, C 2. Die Menge H, bedeckt also in diesem Fall nicht die 
ganze Ebene 2, und jeder Wert von H., ist auf simtlichen Strahlen s, Hau- 
fungswert von f(z). 


x 


Es ist méglich, daB im Intervall J Punkte auftreten, in welchen das Ver- 
halten von /(z) keiner der Bedingungen (a) . . . (d) entspricht. Aus den Siatzen 
der vorliegenden Arbeit geht aber hervor, daB diese Ausnahmepunkte nur eine 
Menge vom MaB 0 und von erster Kategorie bilden. Dabei gelten die folgenden 
Definitionen: Eine Punktmenge von J hat das MaB 0, wenn sie sich durch 
abzahlbar viele Intervalle tiberdecken ia8t, welche eine beliebig kleine Gesamt- 
lange haben. Eine Punktmenge ist im Intervall J von erster Kategorie, falls 
sie als Vereinigung von abzahlbar vielen, in J nirgendsdichten Mengen dar- 
stellbar ist. 

Satz 1: Ist f(z) im Gebiet G meromorph, so bilden diejenigen Punkte x von J, 
fiir welche weder (a) noch (b) noch (c) gilt, eine Menge vom Maf 0. 

Ersetzt man in diesem Satz den Begriff ,,Menge vom Ma 0“ durch ,,Menge 
erster Kategorie‘ und zugleich (c) durch (d), so ergibt sich der folgende 

Satz 2: Ist {(z) in G meromorph, so bilden diejenigen Punkte x von J, fiir 
welche weder (a) noch (b) noch (d) gilt, eine Menge erster Kategorie. 

Damit wir die beiden nachsten Satze in einfacher Weise formulieren kénnen, 
fiihren wir die folgende abgeschwachte Form der Bedingung (b) ein: 

(b*) Jeder beliebige Wert a ist entweder Haiufungswert von f(z) auf allen 
Strahlen s,, wobei ein Ausnahmestrahl zugelassen wird, oder er wird von f{(z) 
in jedem Winkelraum w,, beliebig nahe bei x angenommen. 

Satz 3: Ist f(z) in G meromorph, so bilden diejenigen Punkte x von J, fiir 
welche weder (b*) noch (c) gilt, eine Menge vom MaB 0). 

Indem wir wiederum ,,Menge vom MaB 0‘ durch ,,Menge erster Kategorie” 
und (c) durch (d) ersetzen, erhalten wir den folgenden 

Satz 4: Ist f(z) in G meromorph, so bilden diejenigen Punkte x von J, fiir 
welche weder (b*) noch (d) gilt, eine Menge erster Kategorie. 

Nun sei fiir einen Randpunkt x die Bedingung (e) erfiillt, falls jede Menge 
W,.(a, B) (0< a< B <a) die Ebene 2 vollstandig bedeckt. Wie man leicht 
erkennt, folgt (e) aus jeder der Bedingungen (a), (b) und (b*). In den Satzen 1 
und 3 ist demnach ein Satz von A. PLESSNER?) enthalten: Ist {(z) in G mero- 
morph, so bilden diejenigen Punkte von J, fiir welche weder (c) noch (e) gilt, 
eine Menge vom Ma 0. Durch weitere Spezialisierung geht daraus ein Satz 
von P. Fatov’) hervor, nach welchem eine in @ regulére und beschrankte 


1) Dieser Satz war schon Gegenstand von [3]. Ein Beweis wird deshalb in der vor- 
liegenden Arbeit nicht dargestellt. 

2) Vgl. [4], S. 217. 

8) Vgl. [4], 8. 45. 
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Funktion in fast allen Punkten von J einen Winkelgrenzwert besitzt. Diesen 
beiden Satzen entsprechen nun die folgenden Spezialfalle der Satze 2 und 4: 

Satz 5: Ist f(z) in G meromorph, so bilden diejenigen Punkte von J, fiir welche 
weder (d) noch (e) gilt, eine Menge erster Kategorie. 

Satz 6: Ist f(z) in G regulér und beschrinkt, so bilden diejenigen Punkte 
von J, in welchen die Bedingung (d) nicht erfiillt ist, eine Menge erster Kategorie. 

Im Hinblick auf die unten erwaihnten Beispiele verdienen noch zwei Spe- 
zialfalle der Satze 2 und 4 Beachtung. Sie betreffen die Punkte x von J, in 
welchen f(z) die folgende Eigenschaft (f) besitzt: Es gibt héchstens einen 
Strahl s,, auf welchem /(z) beschrankt ist. Fiir eine regulare Funktion /(z) ist 
(f) in (b*) enthalten. 

Satz 7: Ist f(z) in G regulir, so bilden diejenigen Punkte von J, fiir welche 
weder (c) noch (f) gilt, eine Menge vom MaB 0 

Satz 8: Ist f(z) in G regulir, so bilden diejenigen Punkte von J, fiir welche 
weder (dj noch (f) gilt, eine Menge erster Kategorie. 

Als Hilfsmittel fiir den Beweis des Satzes 1 verwenden wir die folgende 


Aussage eines Satzes von G. ScuottTKy: Fiir |z o sei f(z) regular, f(z) + 0 
und f(z) + 1. Ist ferner |/(0)| < k, so gibt es eine nur von k abhangige Schranke 


k* (k) derart, daB |f(z)| < k* fiir |z! - : o gilt*). 


Satz 6 fiihren wir auf einen Satz von E. F. CoLLinawoop zuriick: Ist f(z) 
in G meromorph, so bilden diejenigen Punkte x von JJ, fiir welche nicht simt- 
liche Mengen W,(a, 8B) (0< «< P< a) mit H, identisch sind, eine Menge 
erster Kategorie‘). 

Der Beweis des Satzes 1 wird im Abschnitt A der vorliegenden Arbeit 
gefiihrt. Ersetzen wir in diesem Beweis den Begriff ,,Menge vom MaB 0° durch 
,,.Menge erster Kategorie‘ und die Bedingung (c) durch (d), so entsteht daraus 
ein Beweis fiir den Satz 2. Da diese Ubertragung nur an einer einzigen Stelle 
eine Begriindung erfordert, verzichten wir auf ihre vollstandige Durchfiihrung. 

Satz 3 wurde schon in einer friiheren Arbeit bewiesen*®). Unter Anwendung 
einer ahnlichen Methode erfolgt im Abschnitt C der Beweis von Satz 4. Satz 4 
wird auf Satz 5 zuriickgefiihrt, dieser wiederum auf Satz 6. 

Im Abschnitt F wird eine Funktion Y(z) konstruiert, welche in G regular 
ist und in jedem Punkt x von J das folgende Verhalten zeigt: Y (z) ist in keiner 
Umgebung von x beschrankt, strebt aber fiir z— 2x auf mindestens einem 
Strahl s, gegen einen endlichen Grenzwert. 

Die Funktion ¥(z) erfiillt in keinem Punkt von J die Bedingung (b) oder 
die Bedingung (d), denn im ganzen Intervall J ist offensichtlich oo € H,, 
coo ¢ IT, und  ¢ A,. Wir schlieBen damit aus Satz 2: Es gibt im Intervall J 
Punkte, in welchen das Verhalten von ¥(z) der Bedingung (a) entspricht. Nur 
fiir die Punkte einer Menge erster Kategorie ist (a) nicht erfiillt. 


) Vgl. [5], S. 460. 
5) [2], S. 382, Theorem 3. 
*) Vgl. [3], S. 226—233. 
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Auf Grund dieser Randeigenschaften von Y(z) kommen wir zum SchluB, 
daB in Satz 4 an die Stelle von (b*) nicht die schairfere Bedingung (b) treten 
darf. Eine entsprechende Folgerung ergibt sich auch fiir Satz 8: In der Bedin- 
gung (f) muB tatsaichlich die Existenz eines Ausnahmestrahls, auf welchem 
f(z) beschrankt sein kann, zugelassen werden. Fiir Satz 6 bedeutet dies, daB 
die Bedingung der Beschranktheit von /(z) nicht gestrichen werden darf. 

Nach Lustn und PriIwaLow gibt es nichtkonstante Funktionen, welche 
im Kreis |z| < 1 regular sind und in fast allen Punkten der Kreisperipherie den 
radialen Grenzwert 0 haben’). Die Menge derjenigen Randpunkte, in welchen 
eine solche Funktion sogar einen Winkelgrenzwert besitzt, ist vom MaB 0. 
Dies geht aus einem Satz von Lusrmn und PrrwaLow hervor’*). 

Damit steht offensichtlich fiir das Gebiet G die Existenz einer reguliren 
Funktion ®(z) fest, welche in fast allen Punkten x von J die folgende Rand- 
eigenschaft hat: ®(z) strebt auf 8.(5 gegen 0, besitzt jedoch in 2 keinen 
Winkelgrenzwert. Im Intervall J gilt somit (b) oder (c) héchstens fiir die 
Punkte einer Menge vom MaB 0. Nach Satz 1 liegt also in ®(z) ein Beispiel 
einer Funktion vor, welche in fast allen Punkten von J die Bedingung (a) erfiillt. 

Die Tatsache, daB eine Funktion mit diesen Randeigenschaften existiert, 
berechtigt nun zu den folgenden Behauptungen: In Satz 3 darf die Bedingung 
(b*) nicht durch (b) ersetzt werden. Satz 7 verliert seine Giiltigkeit, wenn inder 
Bedingung (f) kein Ausnahmestrahl zugelassen wird, auf welchem f(z) be- 
schrankt sein kann. 

Als weiteres Beispiel betrachten wir jetzt eine in der oberen Halbebene 
definierte elliptische Modulfunktion M(z), welche die Werte 0 und 1 nicht 
annimmt. Als regulire Funktion besitzt M(z) noch den dritten Ausnahmewert 
©. Wie man leicht erkennt, gilt fiir simtliche Punkte von J weder (a) noch (d). 
Die Bedingung (c) ist jedenfalls nicht auf einer Punktmenge von positivem 
MaB erfiillt. Unter Anwendung der Satze 1 und 2 ziehen wir daraus den folgen- 
den Schlu8B: Abgesehen von Punkten, welche eine Menge vom MaB 0 und von 
erster Kategorie bilden, gilt (b) fiir jeden Punkt von J. 

Es stellt sich jetzt noch die Frage, ob in den Satzen 4, 5, 6 und 8 an Stelle 
von (d) die scharfere Bedingung gesetzt werden darf , daB f(z) in x einen 
Grenzwert besitzt (wenn sich z in G dem Punkt 2 in beliebiger Weise nahert). 
Diese Frage drangt sich besonders beim Vergleich des Satzes 6 mit dem Satz 
von Fatovu auf. Nun gibt es aber Funktionen, welche in G regulir und be- 
schrankt sind, jedoch in keinem Punkt von J einen Grenzwert besitzen’®). 
Auf Grund dieser Tatsache folgt aus Satz 6, daB die in Frage stehende Ver- 
scharfung der Bedingung (d) nicht méglich ist. 

Zum AbschluB der Einleitung fiihren wir noch einige Bezeichnungen ein, 
welche in den folgenden Abschnitten ohne erneute Erklarung verwendet 
werden. 


7) Vgl. [4], S. 229—230. 
*) Vgl. [4], S. 212 
*) Vgl. [2], S. 378. 
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Unter d,(, 4) verstehen wir die Strecke, welche auf dem Strahl s,(¢@) 
liegt und deren Punkte z = x + iy der Bedingung 0 < y <  geniigen. Ferner 
bezeichnen wir mit D,(x, 8,7) den gemeinsamen Teil des Winkelraumes 
w,(«, 8) und des Streifens 0 < y < », also eine offene Dreiecksflache. Ohne 
besonders darauf hinzuweisen, nehmen wir bei der Verwendung der Bezeichnun- 
gen d, und D, stets an, daB x ein Punkt von J ist und die Bestimmungszahlen 
a, B, p, n die Voraussetzungen 0< «< B<2,0< p< a, > 0 erfillen. 


c,(t = 1, 2,3, .. .) seien komplexe Zahlen, welche in der Ebene {22 iiberall 
dicht liegen, also etwa die komplexen Zahlen mit rationalem Real- und Imagi- 
narteil. Entsprechend seien y,(¢ = 1, 2, 3, . . .) die rationalen Zahlen des Inter- 


ralls (0, 2). 


Herrn Prof. W. Saxer bin ich zu herzlichem Dank verpflichtet, denn ohne seine An- 
regungen und Aufmunterungen ware die vorliegende Arbeit nicht entstanden. 


A. Beweis von Satz 1 


Unter E verstehen wir die Menge derjenigen Punkte des Intervalls J, fiir 
welche weder (a) noch (b) gilt. Aus dieser Definition geht hervor, daB es zu 
jedem Punkt x von E drei Werte a!,a*,a* gibt, welche die Bedingungen 
al ¢ JI, und ai ¢ A,(A = 1, 2,3) erfiillen. Diesen Bedingungen entsprechend 
gibt es einen Strahl s,(g,) und drei Dreiecksflichen D\, D®, D® derart, daB 
a) ¢ S,(@,) ist und f(z) + a4 fiir z € D2(A = 1, 2, 3) gilt. 

Mit P bezeichnen wir die Menge derjenigen Punkte von E, welchen drei 
endliche Ausnahmewerte a’, zugeordnet werden kénnen, mit Q@ das Komplement 
von P in bezug auf EZ. Wir haben zu beweisen, daB die Punkte von £, in wel- 
chen f{(z) keinen Winkelgrenzwert besitzt, eine Menge vom MaB 0 bilden. Den 
Beweis fiihren wir nur fiir die Menge P. Er laBt sich ohne Schwierigkeiten auf Q 
iibertragen. 


Geniigen die natiirlichen Zahlen m,, mz, ms, 71, Nz, N3, p den Ungleichungen 


] l . 
— 9 < 
(1) > < Pm <-> (A = 1, 2, 3) 
(2) P |\Cm,— Cm, 100 (i +7; 4,7 = 1, 2, 3), 
so definieren wir nun P,, __, als die Menge der Punkte x von P, fiir welche 


die folgenden Bedingungen erfiillt sind: 


3 10 
(3) f(z) — em, = fir z€d,|qz, = } 
(4) f(z) +a+ far 2z “Dal yn, + as : ) (A = 1, 2, 3) 
a ee ee 
(5) a —c,, || - (A = 1, 2,3). 
s 4 Pp 
Zu jedem Punkt x von P kénnen wir natiirliche Zahlen m,, . . ., p festlegen, 
fiir welche die Bedingungen (1) . . . (5) erfiillt sind: Wir wahlen zuerst n,, ng, 


1 1 l 
7’ ta > 7 +i 23 , " >;y > ; > “~) - “~) r 
N3, p unter Beriicksichtigung der Bedingungen D,| Yng — pe? Yan + ro 
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” 


D2(A = 1, 2,3). Sodann legen wir p’’(p” = p’) derart fest, daB fiir z ¢ 


d,| Gz, + ) die Ungleichung |/(z) —a} > besteht. Weiter sei p(p => p’’) eine 
natiirliche Zahl, welche den Bedingungen p|a‘, — ai} > 102(i + j; i,j = 1, 2, 3) 
geniigt. Endlich bestimmen wir m,, m,, mg so, daB \a, — ¢,,,| - F (A = 1, 2, 3) 
gilt. 

Wie man leicht bestatigt, sind damit die Bedingungen (1) .. . (5) erfiillt. 
Jeder Punkt x von P gehért demnach mindestens einer der Mengen P,, __, 
an, d. h. die Vereinigungsmenge 2 P,, _, ist mit P identisch. 

Wir betrachten nun eine beliebig gewahlte Menge P,,__,. Da die Bestim- 
mungszahlen m,,..., p im Verlauf der folgenden Uberlegungen fest bleiben, 
setzen wir zur Vereinfachung der Bezeichnungen P,, , = X. Es ist unser 


nachstes Ziel, die folgende Behauptung zu beweisen: Die Punkte von X, in 
welchen {(z) keinen Winkelgrenzwert besitzt, bilden eine Menge vom Mab 0. 
Diese Behauptung erfordert einen Beweis, falls das iuBere MaB der Menge X 
von 0 verschieden ist. 

Es sei X die abgeschlossene Hiille von X und J, das Intervall u, < x < %p, 
welches durch die Bedingungen J, 2X, u, €X,v)€X definiert wird. Das 
Komplement von X in bezug auf J, besteht aus abzahlbar vielen offenen Inter- 
valien J,, u, < 2~< v,(k = 1, 2, 3, ...). 

Unter G,(A = 1, 2, 3) verstehen wir das Gebiet, welches durch die Vereini- 
gung der Winkelriume w, (Yn, ‘ » Yung 4 i }, a €X entsteht. Der Rand 

: . l 
von G, setzt sich zusammen aus den Strahlen s,, (Yn; 2p ), Sy, | Yng 3p) 
und einer Kurve C,, die wir folgendermaBen konstruieren kénnen: Wir ersetzen 


jedes Intervall J,(k = 1, 2,3, ...) durch die beiden Strecken, welche u, und v, 


mit dem Schnittpunkt der Strahlen s, 


l . 
1 (Ym — ay) +n (Ym + ghp) verbinden. 


', zusammen. 


Die Punkte von X und diese Strecken schlieBen sich zur Kurve C, 

Dieser Konstruktion zufolge sind die Kurven C, rektifizierbar. Sie besitzen 
daher in fast allen ihren Punkten eine Tangente. In den Punkten der Menge X 
fallen die Kurventangenten mit der z-Achse zusammen. 

Wir untersuchen nun das Verhalten der Funktion /(z) in denjenigen Punk- 
ten von X, in welchen alle drei Kurven C, die x-Achse beriihren. Die Menge 
dieser Punkte bezeichnen wir mit 7’. Aus den erwahnten Eigenschaften der 
Kurven C, geht hervor, daB X — T eine Punktmenge vom MaB 0 ist. 

Es sei € ein Punkt von 7’. Da die Kurven C, in & die x-Achse beriihren, kann 
die Zahl R’, 0 < R’ 

G,(A = 1, 2, 3) erfiillt sind. Damit gibt es nach der Definition der Gebiete G, 
zu jedem Punkt zp = & + Re*%(0 < R < R’)drei Punkteé, = &,(R) (A=1,2,3) 
] 1 . P , , 

+ (A = 1, 2, 3) gilt. Da X zu 


1 - : ' , 
5, 8° gewahlt werden, daB die Bedingungen d.(q@;, R’) 


von X derart, daB zp € We, (Yn, > Yng 


9 9 

«Pp =p 

X dicht ist, konnen &,, &, und &, als Punkte von X gewahlt werden. 
1 S2 3 
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Wir setzen o = sin gy; sin ;—. Wie man leicht bestatigt, wird nun die 
0 : 2p 


Kreisscheibe |z—zp|< Ro durch jeden der Winkelraume w:, {y,,— = 
tt ; 
l . ‘ , l . F 
Yuz ) (A=1,2,3) und wegen R 5, auch durch jedes_ Dreieck 
ate. P =p 
l at ei ‘Sire ~ 

Dz, (yn, , —) vollstandig iiberdeckt. Da &,, & und &, Punkte 

cA NEMA i then p’ p ‘ 2 3 

ps ; i a — ; ue 
von X sind, gibt es gemaB (4) und (5) drei Werte a), |a, — Cp, ; (A = 1,2,3) 
) 
welche f(z) in der Kreisscheibe |z — zp| < Ro nicht annimmt. 
Die lineare Funktion 

(6) 2(f) = & + (1 + C) Ret 
vermittelt eine Abbildung der &-Ebene auf die z-Ebene, welche die Kreis- 
scheibe || < o in |z —zp| < Ro tiberfiihrt. Die Funktion 
(7) Fp(C) = f[E + (1 + £) Retr] 
ist daher fiir || < 9 meromorph. Es gibt vier natiirliche Zahlen m,, m., m3, p 
und drei komplexe Zahlen a}, a3,, a}, derart, daB die folgenden Bedingungen 


erfiillt sind: 


(2) P |\Cy, Cus 100 (i= q; i. 7 1, 2, 3) 
. . 10 
(3°) F (0) — cy, 
p 
(4’) Fr(t)+ah fir |C| <0 (A = 1, 2, 8) 
: ] ‘ 
(5’) Gr—Cw, - (A= 1, 2,3). 


Fiir die lineare Funktion 


(8) Lp(Z) a 8 oy 
a,—a, Z—ap, 


gilt Lp(a},) = 0, Lp(a) = 0, Lp(a) = 1. Nach (4’) ist somit 


(9) "R(S) = LalFr(0)) 
eine fiir | o regulare Funktion, welche die Werte 0 und | nicht annimmt. 

Bezeichnen wir mit K, die Kreisscheibe |Z — c,, | - : und ist Z, ein Punkt 
von K,, so bestehen wegen (2) und (5’) die Ungleichungen |a}, — a}| > 0,98 

9 
Cm, — Cm,|> |G — Ol < 1,02 Jem, —¢m,|, |Z; — @l - = und |Z,—a}| > 0,98 
\Cm, — m,|- Aus diesen Ungleichungen ergibt sich die Abschatzung 
(10) \Lp(Z,) k, 0,4 + p |Cn, — Cy] |Cm Cin | Hg, — Cop. |* 
; , . ‘ > , , 10 , , 
Bezeichnen wir weiter mit K, das Gebiet |Z — c,, und ist Z, ein Punkt 
10 ‘ 


von K,, so gibt es auf der Kreislinie |Z — ¢ einen Punkt Z3, fiir wel- 


my, 


chen |Lp(Z,)| < |Lp(Z¥)| gilt. Durch Anwendung von (2) und (5’) ergeben sich 
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ie J 10 > 3 li. 2 le 3 2 | 
die Ungleichungen |a}—ak 1,02 |Cy,, —Cm,|, |@a — @R| > 0,98 len, — Cy,|, 
9 _ °) i . . 
|Z* — ah] > und |Z* — a2] < 1,11 Ic c,,|. Aus diesen Ungleichungen 
wt | R Pp 2 R m, Ms £ 
folgt 
(11) LR(Ze) : k, 0,2 : Pp Cm, Cm, Cm, Cm, lon, Cm, ; . 


Es gibt demnach zwei Zahlen k,, k,, k, > k, derart, daB 


(12) Ly(2)| > hy fir |Z—em| <~, 
” o 77 10 
(13) L,(2)|<% fir ~—s,)>— 


gilt. Diese Ungleichungen, wie auch alle folgenden, bestehen fiir jede Zahl R 
des Intervalls (0, R’}. 
Aus (3’) und (13) folgt jetzt 


(14) FF,(0)| < k. 
Nun ist aber F},(¢) fiir |C| < o regular und nimmt die Werte 0 und 1 nicht an. 


F¥,(C) erfiillt somit simtliche Voraussetzungen des in der Einleitung erwahnten 
Satzes von G. ScnHottkKy. Es gibt infolgedessen eine Schranke k* derart, daB 


~— aa l , ell a ; 

F#,(C)| < k* fiir |C| <-> 0 gilt. Weiter ist nach dem Schwarzschen Lemma 
te 7 he ee ih I - , ‘ 

o|F#(C) %.(0)| < 4k* || fiir |\C| << > 0. Wahlen wir den Radius r so, daB 


l ; : 
die Bedingungen 0< r= - 50 und 4k*r< (k,—k,) o erfiillt sind, so gilt 


demnach 


(15) F*(¢) — FR (0)| << k,—k, fir 


¢ r 


und weiter wegen (14) und (15) 
(16) FR(¢C)|< &, fir [|<r. 
Wir schlieBen jetzt aus (9), (12) und (16) 
l , 
(17) F'p(C) —Cm,| => = far |¢|<r. 


Nun ist aber Fp(f) = f[& + (1 + C) Re*v]. Da die lineare Funktion 2z(¢) 
—& + (1+ ¢) Revs die Kreisscheibe |¢| <r in |z—zp| < Rr (zp—&+ Rete) 
iiberfiihrt, folgt aus (17) 

l . 
(18) f(z) — Cm, > fiir |z—zp| << Rr. 

Es sei nun ¢ = arctg r(0 < « < x) und D; bezeichne die offene Dreiecks- 
fliche, welche durch die Strahlen s,(@;— &), 8:(g: + €) und die in & + R’etv 
errichtete Senkrechte zu s,(q;) begrenzt wird. Da das Dreieck D, durch die 
Kreisscheiben |z—zp| < Rr,O< RS R’ vollstindig tiberdeckt wird, folgt 


l : , ‘ , 
jetzt aus (18), daB |f(z) —c,,| => = fiir z € D; gilt. Setzen wir c,,, = d,, 80 ist 


demnach a; ¢ W:(m:—e, + €). 
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Wir haben damit bewiesen, daB es zu jedem Punkt € von T einen Winkel- 
raum w,; und eine komplexe Zahl a; gibt, so daB a; ¢ W; ist. Nach dem in der 
Einleitung erwaihnten Satz von A. PLEssNER bilden also diejenigen Punkte 
von 7’, in welchen f(z) keinen Winkelgrenzwert besitzt, eine Menge vom MaB 0. 
Die gleiche Aussage gilt auch fiir X (X — 7’ ist eine Menge vom MaB 0), also 
fiir jede der abzahlbar vielen Mengen P 


m,. 


p: Wir schlieBen daraus, daB auch 
die Punkte von P= 2 P,,_,, in welchen f(z) keinen Winkelgrenzwert 
besitzt, eine Menge vom MaB 0 bilden. 


B. Zum Beweis von Satz 2 

Ersetzen wir im Beweis des Satzes 1 den Begriff ,.Menge vom Mab 0° 
durch ,,Menge erster Kategorie‘ und (c) durch (d), so entsteht ein Beweis fiir 
den Satz 2. Wir verzichten darauf, diese Ubertragung vollstandig durchzufih- 
ren, denn sie erfordert nur an der folgenden Stelle eine Begriindung: 

Im Beweis von Satz 1 haben wir mit 7' die Menge derjenigen Punkte von X 
bezeichnet, in welchen die Kurven C,(A 1, 2,3) die z-Achse beriihren. Wie 
wir festgestellt haben, ist X — 7' eine Punktmenge vom MaB 0. 

An der entsprechenden Stelle im Beweis des Satzes 2 haben wir zu begriin- 
den, daB X — 7 im Intervall J von erster Kategorie ist. Wir betrachten zu 
diesem Zweck die Punkte von X, welche innere Punkte von X sind, und be- 
zeichnen die Menge dieser Punkte mit M. Ist & € M, so gibt es ein Intervall 
J.[&—e, & + e], e > 0 mit der Eigenschaft J. ¢ X. In diesem Intervall fallen 
die Kurven C, mit der x-Achse zusammen. Wir schlieBen daraus, daB M ¢ T, 
also X — M 2 X — T ist. Wie man leicht erkennt, ist X — M in J nirgends- 
dicht, also von erster Kategorie. Wegen X — M > X — T gilt dies auch fiir 
X—T. 

Der Beweis des Satzes 1 stiitzt sich auf den in der Einleitung erwaihnten 
Satz von A. PLessner. An seine Stelle ist bei der Ubertragung der Satz 5 
zu setzen. 

C. Beweis von Satz 4 

Die Menge derjenigen Punkte x des Intervalls J, fiir welche die Bedingung 
(b*) nicht erfiillt ist, bezeichnen wir mit Z. Ist x € FE, so gibt es demnach einen 
Wert a,, zwei Strahlen s}, s2 und ein Dreieck D, derart, daB a, ¢ S1, a, ¢ S? 
und f(z) + a, fiir z € D, gilt. 

P sei die Menge der Punkte x von E, welchen sich ein endlicher Ausnahme- 
wert a, zuordnen laBt, Q@ das Komplement von P in bezug auf #. Wir haben 
zu beweisen, daB die Punkte von Z, in welchen der Fall (d) nicht eintritt, eine 
Menge erster Kategorie des Intervalls J bilden. Wir fiihren den Beweis nur 
fiir die Menge P. Er la8t sich ohne Schwierigkeiten auf Q iibertragen. 

Geniigen die natiirlichen Zahlen m, n,, no, ns, p, q den Ungleichungen 


bo 


9 


(19) 5 Sy SB (4 = 1, 2, 3) 
3 3 
4 : , a : 
(20) p = Yu— Yn, SR— | 
9 
(21) sin — < sin? 
q p 
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so definieren wir P,, _, als die Menge derjenigen Punkte x von P, fiir welche 
es eine Zahl a, und zwei Strahlen s,(q@!}), s,(q?) gibt, so daB die folgenden Be- 
dingungen erfiillt sind: 


(22) a, — nl <= 
(23) gi Y nal F (A = 1, 2) 
:; ° ° 
(24) f(z) — Cy = fir z¢€d,(q}, ; ) und zé€d,(9?, : } 
7 : 2 2 2 
(25) f(z) +a, fir z€D, (yn, SV tote ). 


Ist x ein Punkt von P, so gibt es eine Zahl a, + o, zwei Strahlen s,(q@}), 
8,(~2) (0< gi < w2< 2) und ein Dreieck D,(«,, B,, nz) (0< a, < B,< 2%, 
Nz > 0) derart, dab 


(26) a, ¢ S,(@%) (A = 1, 2) 
und 
(27) f(z) +a, fair z€D,(a,, Bz, nz) 


gilt. Auf Grund dieser Voraussetzungen weisen wir jetzt nach, daB es zum 
Punkt x natiirliche Zahlen m, .. ., g gibt, welche die Bedingungen (19) bis (25) 
erfiillen. 


Wir wahlen zunachst n, und p den folgenden Bedingungen entsprechend: 


Fiir ny sei «, < y,,< £,, sodann fiir p 
3 , 3 : 
28) Q. A A (A 1,2 
Pp x P 
4 4 
¢ 2 1 
(29) p Ge— Pg 2B p 
-_ _2 » 2 
(30) f(z)—a,| = - fir zé€d,{q}, 5 und z€d,(q3, =), 
2 2 2 
(31) Dz | Yn, Sta + ss ) c D(a, Ber Nz) - 


Die Wahl von n, ist méglich, weil die Zahlen y, im Intervall (0, 2) dicht liegen. 
Ist n, festgelegt, so geniigt offensichtlich jede hinreichend groBe Zahl p den 
Bedingungen (28) bis (31). Fiir (30) folgt diese Behauptung aus (26). 

Da die komplexen Zahlen c, in ihrer Ebene tiberall dicht liegen, k6nnen wir 
jetzt m so festlegen, daB (22) gilt. Zum SchluB treffen wir noch die Wahl von 
q, n, und n, so, daB fiir g die Bedingung (21), sodann fiir n, und n, die Bedingung 
(23) erfiillt ist. 

Fiir die Zahlen m, ..., q steht jetzt jedenfalls die Giiltigkeit von (21), (22) 
und (23) fest. Weiter folgt (24) aus (22) und (30), (25) aus (27) und (31). Wegen 
(21) istg > 2p, und damit geht (20) aus (23) und (29) hervor, endlich (19) aus 
(23), (28) und (31). 
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Wir haben damit bewiesen, daB jeder Punkt x von P mindestens einer der 


Mengen P,, , angehért. Die Vereinigungsmenge 2 P ist also mit P 


ai 
identisch. 

Nun betrachten wir eine beliebig gewahlte Menge P,,  ,. Da die Zahlen 
m,...,q Wahrend der folgenden Uberlegungen fest bleiben, setzen wir zur 
Vereinfachung der Bezeichnungen P,, __, = X. Unser nachstes Ziel besteht im 
Nachweis, daB diejenigen Punkte von X, fiir welche die Bedingung (d) nicht 
erfiillt ist, eine Menge erster Kategorie des Intervalls J bilden. Eine Begriin- 
dung ist nur notwendig, falls X in J von zweiter Kategorie ist. 

Mit X bezeichnen wir die abgeschlossene Hiille von X, mit N die Menge der 
Randpunkte von X in bezug auf das Intervall J. Die Menge N ist in J nirgends- 
dicht, also von erster Kategorie. Als offene, nicht leere Menge zerfallt X — N 
in héchstens abzaihlbar viele Intervalle J,(u,< x < v,) (k= 1, 2,3,...). 


. , : , ‘ l : 

Unter A, verstehen wir den Durchschnitt des Streifens 0< y ; mit der 
, 

offenen Dreiecksfliche, welche durch J, und die beiden Strahlen s,,, | 


l . 
8, (x } begrenzt wird. 
k Pp 5 
Es sei jetzt J,(uy< 2 < v,) eines der Intervalle J,, 2, = 2 + iy ein be- 
liebiger Punkt von A, und K, die Kreisscheibe |z — z,| < y, sin — . Aus z, € Ay 
p 


» 


folgt y, - =~ Die ganze Kreisscheibe K, liegt somit im Streifen 0 < y - 


) 

Wir bezeichnen weiter mit &,, . . ., &, die Punkte der x-Achse, welche durch die 

. l l l 
Bedingungen Zp € 8¢, yn, : } » By Eee. Yn, ; A> itl Se, { Ya," } und 

; 7 7 7 
Ze 8: (7'n, - } festgelegt sind. Aus (21) folgt q > p, aus (19) weiter 
l OD a — 

Yn, 3 : <2 > (A 1,2) und damit aus der Definition von A,, daB 

&,,...-, & Punkte des Intervalls J, sind. 


Zu jedem Punkt x von X gibt es zwei Zahlen ~} und ¢?, fiir welche die Be- 
dingungen (23) und (24) erfiillt sind. Wegen der Kugelstetigkeit von {(z) trifft 


dies sogar fiir jeden Punkt von X zu, insbesondere also fiir &,, . . ., &,. Damit 
steht die Existenz von vier Zahlen g;,= @},, 9:,= P},. Pz, = Pi» Pe. = VF 


fest, fiir welche entsprechend (23) und (24) 


Bas S- 
(32) Pe, — Yn, r (A= 1,3), Pi, — Vn, ; - (A = 3, 4) 
und 
l 2 ‘ 
(33) f(z) —c,| = : fir z€d:,(@z,, (A = 1, 2, 3, 4) 


gilt. Aus (21) folgt ¢g > 2p, und damit ergibt sich weiter aus (19) und (32) 


l ] 4 
(34) S %, 52-5 (A= 1, 2, 3, 4). 


Wir setzen zur Vereinfachung der Bezeichnungen s;, = 8:,(@z,). 
A SA SA 
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Geht einer der Strahlen s;, durch 29, so ist nach (33) 

l 

p- 

Die Giiltigkeit dieser Ungleichung soll nun auch fiir den Fall z, ¢ s;,(A = 1, 2, 


(35) f (29) c m 


3, 4) nachgewiesen werden. Wir fiihren zu diesem Zweck (siehe Abbildung) 
die Schnittpunkte z, von s; und 8;, z, von 8; und 8;, Zz, von 8 und &8;,, 2, 
von 8, und s, ein. Aus der speziellen 


Wahl der Punkte &,,...,&, und der SEs 56 5, 5&2 
Bedingung (32) geht hervor, daB z,,..., 2, . f 
aufeinanderfolgende Ecken einer Vier- 5 
ecksfliche V, sind, welche z, als inneren z  % i 
Punkt enthalt. 1 \ “3 
Fiir die Abstande 4, (A 1, 2, 3, 4) xx 
des Punktes z,= x) + iy, von den Strah- v 
len s;, gilt die Abschatzung é E. E E, 
(36) 6, < y, sin? : (A= 1,2,3, 4), wu. 1 


welche sich z. B. fiir A= 1 folgendermaBen begriinden laBt: Wegen z, 
1 


ite , q ; 1 ; 
8: (Yn, - } ist zundchst |z,— &, Yo sin (7p, : } . Aus (32) folgt 4, 


2 ] l 
. bles ones (16 — iter ainiy 
29 — §,| $in P und aus (19) wegen q p weiter sin {7 - P } sin ~~ 
2 l , 
Es gilt somit die Abschatzung 6, < y, sin sin-—, aus welcher sich 6 
= to) 1 J0 q p 1 


l , 
Yo sin® > durch Anwendung von (21) ergibt. 
Wir schlieBen nun aus g = p, (20) und (32), daB die Innenwinkel des Vier- 


9 
ecks V, nicht kleiner als - sind. Auf Grund von (36) folgt daraus 


(37) 


ts 
» 


gry P 
Zo Yo sin - (A = 1, 2, 3, 4) 
, 


und damit weiter V, C Ko. 
Nun sei & derjenige Punkt der x-Achse, welcher durch die Bedingung 
Z» € &:(y,,) festgelegt wird. Aus (19) und der Definition von A, folgt & € Jo. 


9 
Wie man leicht erkennt, wird die Kreisscheibe |z — z)| < y, sin—durch das 
p 


9 
Dreieck D, | y,,—— 


9 9 on 
— .—) vollstandig iiberdeckt. Wegen J, ¢ X 
) ) Pp 


~y 
7 7 Ms 


ist € € X, und es gibt folglich in jeder Umgebung von & Punkte von X. Es ist 


somit méglich, einen Punkt &, von X so festzulegen, daB die Dreiecksfliche 
9 6 > 
D;, = Dz, (yn, 5am tos 7 noch die Kreisscheibe K,: |z— z | < yg, sin = 


iiberdeckt und damit auch das ganze Viereck V5. 
Nach der Definition von X gibt es zum Punkt &, eine Zahl a,,, fiir welche 
nach (22) 


(38) le Cul < 
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gilt, ferner nach (25) wegen V, ¢€ D: 


Se 


(39) f(z)+ a, fir zE€Vy. 


9 
Da V, mit K, im Streifen 0< y- = liegt, darf weiter aus (33) geschlossen 
werden, daB 
, ] 

(40) J (Z) — Cm 

Pp 
gilt. Wegen (38) und (39) hat aber die Unglei- 
chung (40) Giltigkeit fiir die ganze Vierecksflaiche V,, insbesondere also 
fiir z 


fiir die Randpunkte z von V, 


Se. 

Unter der Voraussetzung z, € A, steht damit die Giiltigkeit von (35) fest. 
Nach Satz 5 bilden also diejenigen Punkte von J,, in welchen f(z) die Bedin- 
gung (d) nicht erfiillt, eine Menge erster Kategorie. Der Bedeutung von ./ 
entsprechend gilt diese Aussage fiir jedes Intervall /;. 

Da die Menge N in J nirgendsdicht ist, folgt jetzt aus X = N + LJ,, daB 
auch die Punkte von X, fiir welche (d) nicht zutrifft, eine Menge erster Kate- 
gorie des Intervalls J bilden. Der Bedeutung von X entsprechend gilt diese 
Aussage fiir jede der abzihlbar vielen Mengen P 


0 


m 


, also auch fiir ihre Ver- 
i 
einigungsmenge P. 


D. Beweis von Satz 5 


Mit # bezeichnen wir die Menge der Punkte des Intervalls J, in welchen 
{(z) die Bedingung (e) nicht erfillt. Ist x € £, so gibt es demnach einen Win- 
kelraum w,(a,, B,) (0< a,< 6,< 2) derart, daB die Haiufungswertmenge 
W (2, B,) nicht die ganze Ebene bedeckt. Wir haben die folgende Behauptung 
zu beweisen: Die Punkte von E, fiir welche (d) nicht zutrifft, bilden eine Menge 
erster Kategorie des Intervalls J. 


Sind m,n, p natiirliche Zahlen und besteht die Ungleichung ; y 
, 


l - " : . 
x , 8o verstehen wir unter £,,,,, die Menge der Punkte x von E£, welche 
) 
der Bedingung 
l l i. 4 
41 z c fir z€D,\y ,y , 
(41) f(2)—¢m| > 5 e\¥a—p Yat aoa) 


geniigen. Wie man leicht erkennt, ist die Vereinigungsmenge 2 EF 
identisch. 


map mit £ 

Sind alle Mengen £,,,,, in J von erster Kategorie, so gilt dies auch fiir E. 
Fiir diesen Fall ist damit der Satz bewiesen. Im andern Fall betrachten wir 
nun eine beliebig gewahlte Menge Z,,,,,,, welche in J von zweiter Kategorie ist, 
und bezeichnen sie mit X. 

X sei die abgeschlossene Hiille von X, N die Menge der Randpunkte von X 
in bezug auf J. Als offene, nicht leere Menge besteht X — N aus héchstens 
abzahlbar vielen Intervallen J,.(u, < 2 < v,) (kK = 1, 2,3,...). 

Mit V, bezeichnen wir die offene Vierecksfliche, welche durch die x-Achse, 
die Gerade y ; und die beiden Strahlen s,, ly, 7 }, 8», { y ; ) begrenzt 
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wird. Da die Punkte von X in J, dicht liegen, tiberdecken die Dreiecke 
k a 


l = _— - , . 
D, (y, pinta 4 x €X das ganze Viereck V,, und damit folgt aus 
. i ‘ae dl  - , » ] , 
(41), daB |f(z)—e,,| > . fir z2€ V, gilt. Die Funktion F(z) aa ist 


somit in V, beschrankt. Wir schlieBen daraus nach Satz 6, daB diejenigen 
Punkte von J,, in welchen F(z) die Bedingung (d) nicht erfillt, eine Menge 
erster Kategorie von J bilden. Die gleiche Aussage gilt nun offensichtlich auch 
fiir die Funktion /(z). 

Aus X = N + JJ, (N ist in J nirgendsdicht) folgt, daB auch die Punkte 
von X, fiir welche (d) nicht zutrifft, eine Menge erster Kategorie von J bilden. 
Diese Aussage gilt jetzt fiir jede der abzahlbar vielen Mengen E und folglich 


mnp 


auch fiir ihre Vereinigungsmenge E£. 


E. Beweis von Satz 6 

Die Menge der Punkte x des Intervalls J, in welchen /7, = H, ist, bezeich- 
nen wir mit Z. Zu jedem Punkt x € E gibt es demnach einen Strahl s,(¢@,), 
fiir welchen S,(q,) C H, ist. Wir haben zu beweisen, daB E in J von erster 
Kategorie ist. 

Es sei € ein Punkt von £ und R eine beliebige positive Zahl. Wir betrachten 
die Abbildung der ¢-Ebene auf die z-Ebene, welche durch die lineare Funktion 
2(fC) = + (1 C) Re‘v: vermittelt wird. Bei dieser Abbildung wird der Punkt 

0 in den Punkt zp = & + Re‘*: von s:(q;:) tibergefiithrt, der Kreis |¢ 0 
in den Kreis |z — zp| < Ro. Das Bild des Kreises |¢| < sin gy; wird durch das 
Gebiet G vollstandig bedeckt. Aus den Voraussetzungen des Satzes folgt damit, 
daB die Funktion 
(42) Fp(f) = f[E + (1 + C) Rete] 
fiir |¢| < sin m: regular und beschrankt ist. Unter der Annahme |F'p(¢)| < 1 
ergibt sich durch Anwendung des Schwarzschen Lemmas die Abschatzung 


(43) F p(t) — F(0)| sin mp: < 2) 
welche an die Bedingungen R > 0 und |¢| < sin ¢; gekniipft ist. 
Nun sei a ein Punkt der Menge H; — S;(q@;). Infolge der Abgeschlossenheit 
von S;(q@;) kann eine natiirliche Zahl p so festgelegt werden, daB S,;(q,;) und 
9 
die Kreisscheibe |z — a - keinen gemeinsamen Punkt haben. Ist R’ eine 
hinreichend kleine positive Zahl, so gilt jetzt 


(44) F p(0)—a z fir 0< R= R’. 


a Riky ail ie , , 
Wir setzen r 21 sin g:. Fir |¢}<r und 0< R< R’ folgt zuniachst 


aus (43) 


(45) \Fp(¢) — Fp(0) 
sodann aus (44) und (45) 

‘ l 
(46) F,(f)—a 
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und endlich aus (42) und (46) 


l 
(47) f(z)—a - fir |z—2zp Rr. 
Es sei nun ¢ arctg r(0 < e < a), und D. bezeichne die offene Dreiecks- 
flache, welche durch die Strahlen s-(q;— €), 8:(@: + €) und die in & + R’e#®: 


errichtete Senkrechte zu s-(qg;) begrenzt wird. Wie man leicht bestatigt, wird 
das Dreieck D, durch die Kreisscheiben |z — zp Rr,0< Rs R’ vollstandig 
iiberdeckt. Wir schlieBen damit aus (47) 

(48) f(z)—a : fir z¢€D:. 

Wegen a€H., D: C w:(y:—e, y: + &) folgt jetzt aus (48) W:(p:—e, 
Ps: é) H.. 

Wir haben damit bewiesen, daB es zu jedem Punkt x von E einen Winkel- 
raum w, gibt, fiir welchen W, H.,, ist. Nach dem in der Einleitung erwahnten 
Satz von E. F. CoLttrnewoop ist also die Menge E im Intervall J von erster 
Kategorie. 

F. Ein Beispiel 

Die Funktion ¥Y(z), welche in diesem Abschnitt konstruiert wird, ist in G 
regular und hat in jedem Punkt x von J die folgende Randeigenschaft: ¥ (z) 
ist in keiner Umgebung von zx beschrankt und strebt auf mindestens einem 
Strahl s, fiir z + x gegen einen endlichen Grenzwert. 

Die bei der Konstruktion von Y’(z) auftretenden Schwierigkeiten gehen aus 
den folgenden Tatsachen hervor: Mit Ausnahme von Punkten, welche eine 
Menge erster Kategorie bilden, gibt es zu jedem Punkt x des Intervalls / 
genau einen Strahl s,, auf welchem ¥(z) beschrankt ist (Satz 8). Auf diesem 
Strahl strebt Y(z) fiir z+ 2 gegen einen Grenzwert. Die Richtung dieses 
Strahls ist von x abhangig; sie kann nach einem Satz von E. F. CoLurne- 
woop?”) nur fiir Punkte einer Menge erster Kategorie tibereinstimmen. 

Fiir die Konstruktion von ¥(z) nehmen wir eine im Intervall J [a, 5] 
definierte reelle Funktion g(x) zu Hilfe, welche die folgenden Voraussetzungen 
erfiillt"’) : 

I. g(x) nimmt in J monoton ab. 
Il. > g(a) > (bd) > 0. 

III. (x) hat Unstetigkeitspunkte 2,(k = 1, 2,3, ...), welche in J iiberall 
dicht liegen. 

l 


9 


1,, verstehen wir die offene Dreiecksfliche mit der Ecke x,, welche durch die 


Wir setzen a, = (x, + 0), By = p(a,—90) und ¢, (x, + B,). Unter 


l 
S¢y< > > > 1a \ ores > srrans an lornar 7 Ot 
Strahlen s,,(«,), 8,,(8,) und die Gerade y i begrenzt wird. Ferner bezeich- 


nen wir mit Af das Komplement von A, in bezug auf die volle Ebene. 
10) Vgl. [2], S. 378, Theorem A. 


41) Eine solche Funktion kann nach dem in [1], 8. 159 beschriebenen Verfahren kon- 
struiert werden. 
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Wir kénnen nun zu jeder natiirlichen Zahl k eine Funktion /,(z) bestimmen, 
welche fiir z + 2, regular ist und auBerdem die folgenden Bedingungen erfiillt: 


(49) lim f,.(2, + Ret%) = « 
R-0 
(50) lim f, (a, + Ret%)=0, lim f,(a, + Ret) =0. 
R-0 R-0 
i l 
(51) felz)|<~<o fir zE€ AP. 


Eine Funktion f,(z) mit diesen Eigenschaften kann leicht mit Hilfe der 
Mittag-Lefflerschen Funktion 
E,.(z)= >» = ; 
ha . 
n=O ri n } 


) 


dargestellt werden. Wir wahlen 0, als natiirliche Zahl, fiir welche die Un- 
gleichung 

(52) 0;(P, — &) > 22% 

besteht. Unter dieser Voraussetzung ist E£,,(z) eine ganze Funktion, welche 
fiir zoo das folgende Verhalten zeigt): Sie strebt im Winkelraum 


7 


argz < 22 — gegen 0, auf der positiven 2-Achse aber gegen oo. Auf 
0; 

. ~ . , e*?h . 

Grund von (52) folgt daraus, daB die Funktion EZ, {- ) fiir z + x, regular 


ist, die Bedingungen (49) und (50) erfiillt und auf Af beschrankt bleibt. Ist 
6, eine hinreichend kleine, von 0 verschiedene Konstante, so entspricht dem- 
of 


Fi 
nach die Funktion /,(z) = 6,£,, | ) tatsichlich den an sie gestellten 
pon = 


Forderungen. 


Wir untersuchen jetzt die Funktion ¥(z) = 3’ /,,(z) und weisen nach, daB 
k=1 
sie die am Anfang dieses Abschnitts erwihnten Bedingungen erfiillt. 


Bezeichnen wir mit B,(A = 1, 2,3,...) den Bereich y 7» 80 gilt unter 
der Voraussetzung k A offensichtlich B, 1* und damit nach (51) 
, l “ , =" —- : . , 
f(z) =; - Wir schlieBen daraus, daB die Summe 5’ /,,.(z) der in G regularen 
_ k=1 


Funktionen f,(z) auf B, gleichmaBig konvergiert und somit eine fiir y : 
regulire Funktion darstellt. Diese Aussage gilt fiir jede natiirliche Zahl A. Die 
Funktion ¥(z) ist also in G regular. 

Fiir z € A, gilt unter der Voraussetzung x + k wegen A, c A* nach (51) die Un- 
l » . , , 
5, - Daraus geht hervor, daB die Funktion VY (z) — /,,(z) 
im Dreieck A, beschrankt ist. Wegen (49) ist daher lim ¥ (2, + Re**) 0, 

R—--0 


gleichung |f,(z)| 


12) Vgl. [5], S. 492. 
Math. Ann. 142 4 
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Da die Punkte x, eine zum Intervall J dichte Menge bilden, gibt es demnach 
zu keinem Punkt x von J eine Umgebung, in welcher ¥(z) beschrankt ist. 

Zum SchluB haben wir noch nachzuweisen, daB es zu jedem Punkt x von J 
mindestens einen Strahl s, gibt, auf welchem ¥Y(z) fiir z > x gegen einen end- 
lichen Grenzwert strebt. 

Fallt x mit keinem der Punkte x, zusammen, so ist s,[q(2)] ein solcher 
Strahl. Diese Behauptung laBt sich leicht bestatigen, wenn man sich auf die 
folgenden Eigenschaften der Funktionen f,,(z) stiitzt: Auf der abgeschlossenen 
Strecke d,, welche durch z = x + Rei?, O< R 1 definiert wird, sind die 


Funktionen /,(z) stetig und erfiillen wegen d, Ax nach (51) die Bedingungen 
l 
fh, (z) ‘ Sy 


Ist endlich x = 2,, so strebt Y(z) fiir z > x sogar auf jedem der Strahlen 
8,, (a), 8»,(B,) gegen einen endlichen Grenzwert. Wegen (50) bereitet der Be- 
weis dieser Behauptung keine Schwierigkeiten. 
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Application of the Join-Irreducible Excess Function to 
Semi-Modular Lattices 
By 
8S. P. AVANN in Seattle (Wash.) 


1. Introduction and Notation 


Let P denote the partially-ordered set of join-irreducible elements of a 
finite lattice L. In this study we shall consider the relationship to the structure 
of a semi-modular lattice of three numerical functions defined on its elements. 
These are the dimension [2; p. 4] function 6[a], the join-order function t [a] 
defined as the order of A = {x € P | x C a}, and the join-excess function »[a] 
defined by v[a] = t[a]— d[a]. 

We show in Theorem 2.1 that »[a] is non-decreasing in an ascending chain, 
and in Theorem 4.4 that it can increase in only three possible ways in a J. D. 
lattice, a lattice satisfying the JonDAN-DEDEKIND chain condition [2; p. 11]. 
In Theorem 2.5 we prove that » [a] is a lower semi-modular function [Definition 
2.1] in a J. D. lattice. In Theorem 5.5 v[a] = 0 is shown to be one of eight 
equivalent conditions that a J. D. lattice be lower semi-distributive [Defini- 
tion 5.1]. 

We shall employ >, 2,> for proper inclusion, inclusion, and covering 
respectively: C , C, < for their duals; u and z for unit and zero; + and (-) for 
point set union and intersection; and N[S] for the order of the set S. Dual 
functions, conditions, and theorems will often be indicated by prime notation. 
For a numerical function A[a] we let A[u] = A and A’ [z] = J’; hence always 
6 = 6’. The condition defining upper semi-modularity is 
(f) a>arnb<b implies a<auUb>b. 
and the lower semi-modularity condition is 
(f’) a<avuUb> 6b implies a> anb<b. 


We shall otherwise follow closely the notation and terminology of Brrk- 
HOFF [2]. L will always be finite. 


2. General Properties of the Numerical Functions 

In the following two lemmas some obvious elementary facts concerning 
dimension 6[a] and the sets A = {x € P| 2 Ca} are stated for purpose of 
later reference. 

Lemma 2.1. If a > b in L, 6[a] — 6[6] is not less than the maximum length 
of connected chains from 6 to a; particularly if also é6[a] = 6[6] + 1, then 
a> b. 

24+ 
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Lemma 2.2. For a,b,a vb=c,anb=deL 

(A) A > B if and only if a b. 

(B) D=A-B. 

(C) CD>A+ Band C—A>2>B—D. 

(D) C > A+ B if and only if N[C—(A+ B)]=t[e] + t[d] —t[a] 

t[b]> 0. 

Theorem 2.1. In any connected ascending chain a, <a,<-+-+-+ <a, 
in L t[a] and 6{a] are strictly increasing and vy [a] is non-decreasing. 

Proof. Lemmas 2.1 and 2.2 apply to t[a] and 6[a] respectively. Let c> a 
be an arbitrary covering in L with é[c] = t> s= d[a]. From an ascending 


connected chain z = ¢y < ¢, < +++ <¢,; = of maximum length select the sub- 

chaine; C ¢;, C +++ C ¢,7 < t, consisting of all those c;, having the property 
C;22%,¢¢;, for some 2,€A(t=1,2,...,r). Since aU°s+U%_, 
C;, , £¢;,-1, then 2, ¢ 4 U*** Ua. Thusz C 4, C % Ua CeCe 

*U 2, Ca is a strictly ascending chain and r < s. Each of the (t—r) 

remaining c, must contain at least one join-irreducible y, ¢ A such that 

Cy 2 Ye & Cy-,. Hence t[e]—t[a] => t—r =t—s. Transposing, we obtain 


y[c]> v[a] as desired. 

Definition 2.1. For a real single-valued function A[a] defined on: the 
elements of DZ let Ala, b] = Afa Ub] + Alan 6b] — Ala] —A[b]. Then Afa] is 
called an upper semi-modular or ¢-function if and only if it satisfies identically : 

(USM) A[a, b] < 0. 

Dually, A{a] is called a lower semi-modular or ¢’-function if and only if identi- 
cally: 

(LSM) Afa, 6] 0. 

Thus, (USM) and (LSM) together yield the usual definition of a modular 
function. 

Theorem 2.2. The function t [a] and its dual t’ |a] are lower semi-modular. 

Proof. Lemma 2.2 and its dual. 

It is well known that a sufficient condition for the dimension function 
6 [a] to be upper (lower) semi-modular is that L be upper (lower) semi-modular. 
We examine the validity of the converses in the next two theorems. 

Theorem 2.3. A necessary condition that 6{a] be wpper semi-modular is that L 
be wpper semi-modular. 

Proof. First we show by induction on the M-closed sets of Z that the J. D. 
chain condition holds in L. It holds trivially for the M-closed subset {z}. 
Assume it holds for the M-closed subset K of L, and let c be minimal in L — K, 
c>a,a€K. Letc>-+--->b>d>--++>z be a connected chain of maximal 
length in which d is the maximal element for which dC a. If d= a, then 
b=c and d[c]= d[a]+ 1. If dc a, then bc ¢ so that b¢€ K. Moreover 
c=a\Ub and d=an b. Applying the induction hypothesis, we obtain 


l d[c] — d[a] s 6[b]—d[d]=1. 


Equality subsists, again é[c] = é6[a] + 1, and the J. D. condition holds in the 
M-closed set K + c, completing the induction. We now prove upper semi- 
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modularity. Consider arbitrary a, 6 € L satisfying a> arb =d <b and let 
c=av\sb. The above inequality again holds and yields é6[c] = d[a] + 1. 
By J. D.a<c> 6 as required. 

Theorem 2.4. A necessary condition that d[a] be lower semi-modular in a 
J.D. lattice L is that L be lower semi-modular. 

Proof. For a<auUub>b we have 12 éd{[aUb|]—d[a] = d[b] 

d[a rb] = 1. Equality subsists and b> an b <a. 

The non-modular lattice of order 5 shows that the J. D. condition cannot 
be dropped from the hypothesis of Theorem 2.4. 

Theorem 2.5. In a J. D. lattice v{a] and its dual v’ [a] are lower semi-modular 
functions. 

Proof. As basis for an induction over the M-closed subsets of L we note that 
trivially v[a,b] = v[a Ub] 4+ v[an 6] —v[a]— v[b] = 0 for a=b=z, and 
we assume that v[a,b] = 0 whenever a, 6b, a\/b, and a7} are all in the 
M-closed subset K. Consider the M-closed K + c where c is minimal in L — K. 
We need only show that »[a,b] => 0 for those a, 6 € K for which a. Ub = ce. 
For Case 1: a<c> b, t[a,b] = 0 by Theorem 2.2. Since éd[c]—1 = 6[a] 

6[b] = d[anb]+ 1, d[a,6] < 0. Subtraction yields the desired result. 
For Case 2: a C c > Bb, let aC a,<c> 6b, 26 and let d, = a, b,. Then by 
Theorem 2.1 yvf{a,]—vl[aud,J=0, v[b,]—v[bUd,J=2O0, and yv{d,] 

v{[(a d,) (b d,)] 0. Also v |a,, b,] 0 by Case 1. Since the elements 
involved are all in K, by the induction hypothesis »[a, d,] => 0, »[b, d,] => 9, 
and v[ar\d,,b7\d,] = 0. Summing the seven inequalities, the last four in 
expanded form, yields the desired results and completes the induction. 


= 


Counter-examples exist which show that the J. D. condition is needed in the 
hypothesis of Theorem 2.5. 


3. Sublattices and Direct Products 


We consider here t, [a], 6,[@], v9 [a] for a € Lp, a sublattice of L, with P, 
the partially ordered set of join-irreducibles of Lp. 

Theorem 3.1. Jf a 2b in Ly, t[a] — t[b] = t.[a] — T[5]. 

Proof. Let A,— B, = fy; € Py | y; Ca, y; & 6}. Each y;> c; for a unique 
c; € L,. By Lemma 2.2 (A) there exists 2; € P such that 2, €(Y;—C,). Now 
x; © y¥; © a; moreover 2x; 6, otherwise x; Cy; 6 C y; leading to the con- 
tradiction x;¢ y,;\6Cc,;. Thus Y¥;,—C;¢ A— B. Assume that x € P and 
a €(Y,—C,)-(¥,;—C;,) for y,+ y;. Then xoy,ry; C y or y;, leading 
to the contradiction x Cc; or c;. Hence the Y;—C;, when they exist, are 
non-empty and pairwise disjoint subsets of A — B. Thus N[A — B] = r[a] 

t [bj => t,[a] — t,[6] = N [A,— Bo). 

Corollary 3.1.1. If a 2b = z, in Lg, t[a] = t[b] + ty [a]. 

Corollary 3.1.2. If moreover a 2 b = 2 > z, t[a]> T,[a]. 

Counterexamples exist showing the invalidity of the analogue of Theorem 
3.1 for the dimension function 6 [a]. However, the analogues of both corollaries 
are valid. No valid analogues exist for » [a]. 
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Many interesting problems arise in this connection. For example, for 
a>b can v[a]—v[b] < »,[a]—,[b] occur simultaneously with »’ [b] 

, , , 

v’ [a] < [5] vy [a]? 

No special theory arises for a direct product L = L,x-++xJL,. For A{a] 
n 
>) A;[a,;] where for a € L the 

t=1 

usual representation a = [a,,...,4,], a; ¢€L,(i=1,...,n) is employed and 


t 


any one of t[a], d[a], »[a] or their duals, A[a] 


join and meet are performed component-wise. 


4. Increments in v/a] 


Theorem 4.1. Jn a J. D. lattice if a vb> aandb} an b, then v[a Ub] 

> yla]. 

Proof. By Theorems 2.2 and 2.1 t[a.\U6]—t[a] = t[b]—t[lan b]> 1. 
Substract é[a U 6] — 6[a] = 1. 

Corollary 4.1.1. In a J. D. lattice failure of (f’):a<aub>bpanb<+a 
implies y[a] < vy[a Ub]> v[b). 

Corollary 4.1.2. If a J. D. lattice is not a ¢’-lattice, then »> 0. 

Corollary 4.1.3. In a non-modular ¢-lattice »> 0. 

In a non-modular ¢-lattice or ¢’-lattice there is no restrictive inequality 
between v and »’. There is, however, in a modular lattice. 

Theorem 4.2. In a modular lattice v = v’. 

Proof. That t = t’ in a modular lattice, conjectured by the author in 1941, 
was proved by DitwortH in [4] and generalized by the author in [1]. Subtract 
b= 0’. 

Another way in which y[a] can increase in a J. D. lattice besides failure 
of (f’) is given next. 

Theorem 4.3. Let c > a; > d(i = 1, 2, 3) be the elements of a non-distributive 
modular sublattice of order 5 in a J. D. lattice. Then v{c|> v{a;], (i = 1, 2, 3). 

Proof. A,— D, A,— D, A,— D are non-empty and pairwise disjoint by 
Lemma 2.2 (A) and (B). Let ¢> e, 2.a,. There exists x, € A,— D such that 
x, { e,; otherwise A, C H,, c= a, \V a, © &, a contradiction. Similarly there 
exists x, € A,— D such that 2,¢e,, and 2,+ 2,. Hence t[c]> t[e,] + 1. 
Subtracting d[c] = d[e,] + 1 we obtain v[c]> v[e,] = v[a,] by Theorem 2.1. 
Similarly y[c]> v[a,], v [ag]. 

Corollary 4.3. In a J.D. lattice containing a non-distributive modular 
sublattice of order 5, »> 0. 

Theorem 4.4. In a J. D. lattice y[c]> v[a] for c> a implies at least one of 
the following: 

(A) There exists b <c> a for which (C’) fails:b > d=anb <a. 

(B) There exists a proper lower transpose b/d of c/a with v[b|> v{[d]. 

(C) There exists a modular non-distributive dense sublattice of order 5: 
c> a, b,, b,> d. 

Proof. Assume c is a join-irreducible: ¢ > a only. For every join-irreducible 
xCcc, «Ca so that C=A+e and t[c]=tT[a]+ 1. Subtraction of d[c] 
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6[a]+ 1 leads to a contradiction of the hypothesis. Thus, there exists 
b<c,b+ a. By the J. D. chain condition b } d = a/¢- 6 if and only if a} d, 
in which case (A) results. Hereafter consider b> d < a with 6[b] = d[d] + 1. 
(B) occurs whenever t[b]> t[d]+ 1. Hereafter’ lett 6=6,,d=d,, and 
t[b,] = t[d,] + 1 so that B,— D, = 2, only. Since c= a Wb,, x, € C—A by 
Lemma 2.2(C). Because t[c]> t[a]+ 1, there exists x,€C—A, x4 a. 
There exists 6, necessarily distinct from a and b, such that x, ¢ 6, < c. As done 
with d = d, we can limit our case to b, > d, = a b, along with t[b,]=1[d,]+1. 
Since x, ¢ a, x, ¢ d, and B,— D, = x, only. Assume d, + d, is possible. Then 
d,, d,, and d,, = b, - by are all distinct. Let d = d, ~\ d, - d,,: Since b,/d; is an 
upper transpose of d,,/d, Theorem 2.2 yields 


1 = t[b;]—t[d,] =} t[d,.]—t[d]> 0 (s= 1,2). 


Whence D,, — D is of order 1. But by Lemma 2.2 (C) x; = B;— D; 2 D,,—D 


(«= 1,2) for x,+ x,, a contradiction. Thus d,=d,. In this case d, = d, 
d,, = d and d < a also, giving (C) and completing the proof. 

For c> a ina J. D. lattice we have already shown that each of (A), (B), 
(C) separately implies y[c]> v[a] by Theorems 4.1, 2.5, 4.3 respectively. We 
apply these facts along with the non-decreasing property of »[a] in an ascend- 
ing chain to obtain the corollaries of Theorem 4.4. These corollaries involve the 
following conditions in a J. D. lattice: 

(A) v> 0. 

(A*) y= v’> 0. 

(B) LZ is not a C’-lattice. 

(C) There exists a dense modular non-distributive sublattice of order 5. 

(C*) There exists a modular non-distributive sublattice of order 5. 

(D) L is non-distributive. 

Corollary 4.4.1. (A) implies (B) or (C). 

Corollary 4.4.2. If (C*) is false, then (A) is equivalent to (B). 

Corollary 4.4.3. In a ¢’-lattice ((B) false), (A), (C) and (C*) are equivalent 
and imply (D). 

Corollary 4.4.4 (Known). In a modular lattice ((B) and (B’) false), (A*), 
(C), (C*), and (D) are all equivalent. 

In Corollary 4.4.1 for minimal c such that »[c] > 0 condition (B) of Theorem 
4.4 is excluded. In Corollary 4.4.4 if (D), then for some c = a 6 we have also 
C > A+ B; otherwise the sets A, B, . . . constitute a distributive lattice under 
set union and intersection to which L is isomorphic, by Lemma 2.2, under the 
one to one correspondence a++ A making L distributive. Hence, again by 
Lemma 2.2 (D), t[a, b]> 0, which with 6[a, b] = 0 yields v[a, b]> 0. Finally 
vy>v[auUb]> v[a] + (v[b]— v[arn b]) >v[a] => 0 giving (A) and proving 
Corollary 4.4.4 and 4.4.5 below. 

Corollary 4.4.5. In a modular lattice C > A + B for c= a\/b implies 
v[a] < »[c]> v[b). 

The converse of Corollary 4.4.5 is false. 

Theorem 4.5. In a J. D. lattice the following conditions are equivalent. 
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(A) v= 0. 

(B) v[a] = 0 for everya EL. 

(C) L is a C’-lattice with v = 0. 

(D) L is a C'-lattice with no modular non-distributive sublattice of order 5. 

Proof. Theorem 2.1 and the contrapositives of Corollaries 4.1.2 and 4.4.3 
suffice for the equivalences of (A) and (B), (A) and (C), (C) and (D) respectively. 

We shall extend Theorem 4.5 later to Theorem 5.5 to include results of 
DiLWoRTH in [3]. 

Some of the equivalences of the following theorem are known but are 
included for sake of completeness of our study of the function »[a]. We shall 
extend this theorem also to Theorem 5.8 

Theorem 4.6. In a lattice L the following conditions are equivalent. 

(A) L is distributive. 

(B) Lis aJ. D. lattice and y= 0= 1’. 

(C) Lisa J. D. lattice and v{a] = 0 = v' [a] for all a € L. 

(D) L is a £-lattice and v = 0. 

(E) L is modular and »v = 0. 

(F) L is modular and there exists no non-distributive (modular) sublattice 
of order 5. 

(G) tla] is a modular function. 

(H) L is, within isomorphism, the point set algebra of the M-closed (in P) 
sets of join-irre ducibles A fs€P\lzxCa}, 

(D’); (E’); (G’); (H’). 

Proof. If (A), then J. D. and (¢’) holds in Z and v = 0 by the contrapositive 
of Corollary 4.4.3. Dually »’ = 0. Theorem 4.5 and its dual yield (B) equivalent 
to (C), (B) implies (D), and (D) implies (E), since (¢) implies J. D. (E), (F) and 
(A) are equivalent by Corollary 4.4.4. Thus (A) (F) are equivalent, and they 
imply (G) since t [a] = 6 [a]. (G) implies (H) since t[a, 6] = O requires C= A+ B 
by Lemma 2.2 (D). By virtue of this and (A), (B) of the same lemma the one 
to one correspondence a «> A yields the required isomorphism. Finally, (H) 
implies (A) since the distributive laws hold in the algebra of sets. 

We note also that since d[a] is a distributive function [3; p. 81] in a 
a| 0’ [a] = d— dfa}. 

A variation of the contrapositive of the equivalences of (A) and (D) in 


distributive lattice, so are also t[a] = d[a], 7’ 





Theorem 4.6 is important enough to state as a corollary. 

Corollary 4.6. A €-lattice is non-distributive if and only if »> 0. 

Compare this result with Corollary 4.4.3: (A) implies (D) but not conversely. 

The dual, Corollary 4.6’, states that a C’-lattice is non-distributive if and 
only if »’> 0. Such a lattice does not necessarily contain a modular non- 
distributive sublattice of order 5. But it must do so when »> 0, as observed in 
Corollary 4.4.3. 


5. Semi-distributive Lattices 


In this section we shall relate DiLwortn’s principal results in [3] to the 
results of Section 4. 
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Theorem 5.1. In a lattice L if c> c; with t[e]—t[e,]=1(¢=1,...,r) 
and d=¢,/\--+(\c¢,, then the c; are meet-independent: they generate *under c 
a quotient sublattice c/d which is a Boolean algebra B*. Moreover, all elements of 
c/d are of the same join-excess as c. 

Proof. The r sets of join-irreducibles C — C; each consist of one element 
x;(t=1,...,r). The 2” sets of join irreducibles C — S,;, where S; ranges over 
all the subsets of {2,,..., 2,}, are ordered as a Boolean algebra B. By Lemma 
2.2(B) and (A) they constitute respectively the sets of join-irreducibles 
contained in 2" distinct elements of L contained in c, which are also ordered 
as a Boolean algebra B’, a sublattice of L. Let a> b be an arbitrary covering 
in the latter sublattice Br. of L. To show that a> 6 in L itself, 1 = N[A B) 

t{a]—t[b] = (d[a] ‘6[b}) + (v[a]—v[b])=1+0-by Theorem 2.1. 
Hence we must have 6[a]— 6[b] = 1 from which a> 5b in L, and also v[a] 

v(b] = 0. The latter implies » [a] = »[b] for all a, b € BG. Finally,ec > a > d 
in L implies C > A > D by Lemma 2.1 (A). Whence A = C— S € B} for a 
subset S of {2,,..., : z,} and a € Bj. I. e., Bj is a quotient sublattice ¢/d of L 

Remark. In this theorem and the following corollary we do not require that 
the c; be all the elements covered by c. 

Corollary 5.1. If in a J. D. lattice c> c;(¢ = 1,..., r) of same join-excess 
as c, then the c; are meet-independent and satisfy the conclusion statement 
of Theorem 5.1. 

Proof. For each c¢;t[ce]— rle;]—1 = (d[e]— 6[e,]) + (v[ce]— v[e,]) —1 

1 + 0—1=0, which is the hypothesis of Theorem 5.1. 

The non-modular lattice of order 5 shows that the J. D. hypothesis cannot 
be omitted in Corollary 5.1 although the hypothesis can be weakened to that 
of Theorem 5.1. 

Theorem 5.2. In a lattice L let c,,..., c, constitute all the elements covered by 
c and let d = c,-\ +++ 7\ c,. Conditions (A), (B), (C) are equivalent and imply (D) 
If Lisa J. D. lattice, all are equivalent 

(A) c has a unique reduced join-irreducible representation {2; p. 93] 

(B) t [ec] T le, } l for each c¢;. 

(C) df[c] dlc; ] 1 and vic] yc; | 0 for each c,. 

(D) The c, are meet-inde pe ndent under c: the c,; generate under ca quotve nt 
sublattice c/d of L which is a Boolean algebra B". Moreover, all of the elements of 
c d have the sane join-exce SS as C. 


Proof. Given (A), assume that (B) is false: for some « 


;=a,t[c)—tl[a]> 1. 
Let a = 2, \U+++ UU &, be a reduced join-irreducible representation of a. Then 
c contains at least two join-irreducibles z,, and 2z,. not contained in a and 
therefore distinct from z,,..., x, Two reduced representations of c, obtained 
from the representations c= x, \U*++*\U% Ua, and c= 4 U**'\U% Ua, 
by omitting redundant join-irreducibles, must still retain x,, and 2x,, respec- 
tively. They are therefore distinct, contradicting hypothesis (A). Hence the 
only alternative, (B), follows. Next, let (B) hold. By hypothesis, Theorem 
2.1 (C), and (B), respectively 1 = t[c]—t[c,;] = d[e] — d[c;] =} 1. Hence for 
each i equality subsists and by subtraction »[c]— v[c,;] = 0. Thus (B) implies 
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(C). (C) implies (B) by addition. Given (B), we shall prove (D) and (A). Theorem 
5.1 yields (D). Referring to the proof of this theorem let x; = C—C,;(i=1,... 


,r) and let 2,,,,..., 2, be the remaining join-irreducibles contained 
c. C—{a, ..., gp} D = $2045, 2058 t,} so that d= 27,,,U°+*'U2,. For 
t=1,...,7, Ufiyjaia;=e;<¢. Hence every reduced join-irreducible 
representation of ¢ must contain all of z,,...,2,. But c 2 4,U-+++U2,¢ ¢; 
(«= 1,..., 7) requires that c= x, \U-+-\U «2, be a join-irreducible represen- 


tation of c. Hence this representation is reduced and unique, which proves (A). 
We have thus far shown essentially that (A), (B) (C) are equivalent and imply 
(D). If L is a J. D. lattice, (D) implies both parts of (C), making all four 
conditions equivalent. 

Counterexamples exist showing (D) does not imply (C), lacking the J. D. 
hypothesis. 


Theorem 5.3. In a non-modular eae L let c be a minimal element such 


thata<c>b+abutapanb +b, i.e., (f’) fails for a and b. Letd=anrnb 
ay <a,< ++: <a,=a and d=}, ‘~ ++ <b, =b be connected chains 
from d to a and b respectively where r 2. Then the two chains generate a dense 


sublattice L, of type shown in Figure 1. 


TS eon 


1 
a 
” 


1 Fig. 2 


We omit the details of the proof. Since the lattice is modular below c, the 
proof is essentially a modification of one that is made when L is entirely 
modular. 

Corollary 5.3.1. A finite non-modular C-lattice contains as a dense sublattice 
the non-modular ¢-lattice of minimal order 7, shown in Figure 2. 

Corollary 5.3.2. If y> 0 in a €-lattice L, let c be minimal for which v[c] > 0. 
Then c is the unit element of a dense modular non-distributive sublattice of 
order 5 or of a dense non-modular ¢-sublattice of minimal order 7. 

Proof. In Theorem 4.4 condition (B) is excluded. 

Theorem 5.4. Let L be a J.D. lattice having the non-modular C-sublattice 
L, of order 7 of Figure 2. Then in L v{e]> v{ag]. 

Proof. Let ¢> cg 2a, in L. There exists a join-irreducible x, € A, — D 
such that 2,{ c,; otherwise a, Cc, and c= a, \/d, CC, a contradiction. 
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Similarly, there exists a join-irreducible x, € A,— D such that 2, ¢ c,. Since 
A, + A, = D, x, + x, with x,, x, € C — C,. Thus from t[c] — t[c.] > 1 subtract 
d[c] — d[c,] = 1 and get v[c]> v[c,] y [a]. 

Corollary 5.4. In a C'-lattice having a non-modular (-sublattice of order 7, 
y> 0. 

By means of Theorems 5.2, 5.3, and 5.4 we extend Theorem 4.5 as follows 

Theorem 5.5. In an arbitrary finite lattice L the following conditions are 
equivalent. 

(A) Lisa J.D. lattice with »v = 0. 

(B) Lisa J. D. lattice with v{a| = 0 for all a € L. 

(C) Lis a C’-lattice with v = 0. 

(D) L is a C'-lattice having no non-distributive modular sublattice of order 5. 


a 


a 


(E) Every a € L has unique reduced join-irreducible representation. 

(F) For each a € L the a; <a generate under a a dense Boolean algebra 
quotient sublattice (the a; are meet-independent) under a. 

(G) L is a C'-lattice every C-sublattice of which is distributive. 

(H) L is a C’-lattice every modular sublattice of which is distributive. 

Proof. The equivalence of (A), (B), (C), (D) is a rephrasing of Theorem 4.5. 
These imply condition (C) of Theorem 5.2; hence (A) and (D) of that theorem 
yield (E) and (F). Next assume (F), which entails the (C’) condition. If (G) is 
false, there exists a non-distributive (-sublattice L, for which »,> 0 by 
Corollary 4.6. Then by Corollary 5.3.2, L, and hence L each contain a non- 
distributive modular sublattice of order 5 or a non-modular ¢-sublattice of 
order 7. Accordingly, by Corollary 4.3 or Corollary 5.4 »> 0 in L. Then 
Corollary 4.4.3 leads to a contradiction of (F). Thus (F) implies (G). (G) 
implies (H) since any modular lattice is a ¢-lattice. Finally, (H) implies (D) 
trivially. Hence all the conditions are equivalent 

By a somewhat different approach DrLwortTH in [3] proved the equivalence 
of (E’) and (H’) and that these imply (B’) and (F’). 

Every dense ¢-sublattice of a general finite ¢’-lattice is modular. Compare 
this with the stronger condition (G) in Theorem 5.5. This and other distributive- 
like properties of Theorem 5.5 motivate the following definition. 

Definition 5.1. A lower semi-distributive lattice is a lower semi-modular 
(¢’—) lattice in which all modular sublattices are distributive. An upper semi- 
distributive lattice is defined dually. 

Theorem 5.6. A C’-sublattice L, of a lower semi-distributive lattice L is lower 
semi-distributive. 

Proof. L and hence ZL, contain no non-distributive modular sublattice of 
order 5. By Theorem 5.5 (D) L, is lower semi-distributive. 

Corollary 5.6. Every dense sublattice, particularly every quotient sublattice, 
of a lower semi-distributive lattice is likewise lower semi-distributive. 

Theorem 5.7. A direct product of lower semi-distributive lattices is likewise 
lower semi-distributive. 

The proof is routine and is omitted. 
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Theorem 5.5 provides the extension of Theorem 4.5 to Theorem 5.8. We 
state it completely and acknowledge that much of it are early well-known 
results of BrrkHorr, DrLwortH, and others. 

Theorem 5.8. In a finite lattice L the following conditions are equivalent. 

(A) L is distributive. 

(‘B)—(H) inclusive of Theorem 4.5 and their duals (B’)—(H’). 

(I) very a € L has unique reduced join- and meet-irreducible representations. 


wa 


(J) For each a € L the a; <a are meet-independent and generate a Boolean 
algebra, dense in L, under a; and the b;> a are join-independent and generate 
over a Boolean algebra, dense in L. 

(K) L is a €-lattice and every a€L has unique reduced join-irreducible 
representation. 

(L) ZL is a €-lattice and for each a€ L the a; <a generate under a dense 
Boolean algebra. 

(K’); (L’). 

(M) L is both wpper and lower semi-distributive. 
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The Levi problem for complex spaces 
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RAGHAVAN NARASIMHAN in Bombay 


1. Introduction 


In 1953, K. Oxa [8] proved the following fundamental theorem: 

Let D be a domain in the space C" of n complex variables. Then D is a domain 
of holomorphy if and only if it is pseudoconvex. 

OKA also showed that domain D is pseudoconvex if and only if there 
exists a plurisubharmonic function, which can be expressed locally as the 
maximum of finitely many twice-differentiable plurisubharmonic functions, 
and which tends to infinity at the boundary of D. Our aim is to present a proof 
of the following extension of Oka’s theorem to complex spaces. 

Theorem. Let X be a complex space. Then it is a Stein space (holomorphi- 
cally complete space) if and only if there exists a strongly plurisubharmonic 
function p(x) on X, such that for any real a, the set {x € X | p(x) < a} is relatively 
compact in X. 

This theorem, when X is a complex manifold, has been given by H. Grav- 
ERT [6] (only the proof of a certain approximation theorem is lacking in [6] 
and has since appeared in [2]). The author is grateful to Prof. Gravrrt for 
outlining the proof and for reading a first version of this paper and making 
helpful criticism. In particular, the references relating to Theorem 1 were 
supplied by him. 

That part of the theorem which asserts the existence of p(x) on a given 
Stein space is simple and is proved in Section 3 as a lemma. The lemma also 
yields a very simple proof of the fact that a Stein manifold has a real analytic 
imbedding in Euclidean space, rendering unnecessary an appeal to Remmert’s 
theorem on proper holomorphic imbeddings in Grauert’s recent result on the 
imbedding of real analytic manifolds [6]. 

The second part of the theorem in which the existence of p(x) implies that X 
is a Stein space is proved in two steps. The first step is an approximation 
theorem on Stein spaces, Theorem 3. The proof of this approximation in [2] 
in the case of Stein manifolds reduces the problem to the case of domains in C* 
by means of the interesting theorem [2] that given a submanifold M of 
dimension n of C, there is a holomorphic family of portions of analytic planes 
of. dimension N — n (meeting M at single points) which fill out a neighbour- 
hood of M in C* and are mutually disjoint. This result is false for arbitrary 
analytic sets in C% and so this proof does not extend to complex spaces; our 
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method of proof is direct. The next step of the proof consists in showing that a 
strongly pseudoconvex relatively compact set on X is holomorph-convex. 
Here the proof given by GRavUERT for manifolds extends at once to complex 
spaces. 

In § 4 is also given an approximation theorem (Theorem 2) on Stein spaces 
of the form considered by H. BEHNKE and K. Srern [1]. 


2. Pseudoconvex domains and plurisubharmonic functions on complex spaces 
We begin by giving some definitions which are important for our purposes. 
Let D be a domain in the space C" of n complex variables z,, . . .,z,. A real 

valued, upper semicontinuous function p(z) in D is called plurisubharmonic 

if for z°,z1 € D, the function p(z°+ Az) of the complex variable A is sub- 
harmonic. 

It is known that a twice continuously differentiable function p is pluri- 
subharmonic if and only if the hermitian form 


5 Op dz, dz 


fl 050% 
is positive semidefinite. If it is positive definiie, we say that p is strongly pluri- 
subharmonic. 

Let X be now a complex space. An upper semicontinuous function p is 
called plurisubharmonic, if the following condition holds: 

Any point x, € X has a neighbourhood U which is realized isomorphically 
as an analytic subset M in a domain D in some C* (we denote the isomorphism 
by ¢) such that p o g~! is the restriction to M of a plurisubharmonic function 
in D. If po g~' is locally the restriction to M of a strongly plurisubharmonic 
function in D, we say that p is strongly plurisubharmonic in X. 

We make the following remark. If X is a complex space and 2, a point 
of X such that p(x.) => p(x) for all x € X, p being plurisubharmonic on X, 
then p(x) = p(2,) on the connected component of X containing 2,. This is a 
simple consequence of the maximum principle for subharmonic functions and 
the following: if G is a plane domain and /: G-— X a holomorphic map, then 
p(f{(w)) is subharmonic for w €G. In particular, on a compact connected 
complex space, a plurisubharmonic function is constant. 

If X and Y are complex spaces and {: X + Y a holomorphic map, p a 
plurisubharmonic function on Y, then p o f is plurisubharmonic in X. To prove 
this, let x, ¢ X. Then there is an analytic isomorphism g: V > M of a neigh- 
bourhood V of f(x») onto an analytic set M of a domain D in some C”. If y is 
an isomorphism of a neighbourhood U of 2, onto an analytic set A in a domain 
G in C™, then gy of 0 y~ is a holomorphic map of A into C¥ and we may 
therefore suppose G so small that this map is the restriction to A of a holo- 
morphic map F : G + C%. If P is an extension of p o gy! to D, then P o F is 
an extension of (p 0 f) Oo y~! to a neighbourhood of y(z,) in C™. In particular, 
the definition of plurisubharmonic function does not depend on the particular 
choice of local imbedding. 
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We shall say that a complex valued function f on X is differentiable (of 
class C,, 1 < k S oo) if there exists, for each 2, € X, an isomorphic imbedding 
of a neighbourhood U of 2, as an analytic set M in a ball B such that / (con- 
sidered as a function on M) is the restriction to M of a function of differen- 
tiability class C,, in B. It is easily proved that the condition of the definition 
is then satisfied for every local imbedding. (Real analyticity may similarly be 
defined.) 

Let now D be a domain on the complex space X. We say that D is pseudo- 
convex if to every x, € 0D, there is a neighbourhood U and finitely many pluri- 
subharmonic functions p, in U such that U ~\ D= {x € U | p,(x) < 0}. If to 
every x,€ 0D there are strongly plurisubharmonic functions p,(x) with this 
property, we say that D is strongly pseudoconvez. 

The next lemma is essential for the proof of the main theorems. 

Lemma. Let X be a complex space and D a strongly pseudoconvex, open set 
of X. Then, to every point x, € 0D, there is a neighbourhood U and a continuous 
function f(x, t)in U xI (J is the unit interval 0 < t < 1) such that the following 
conditions are satisfied: 

i) f ts a continuous map of I into the space of holomorphic functions on U ; 

ii) if o, ts the analytic set f(x, t) = 0 in U, then o, is lower dimensional and 
we have 6, D = {xo}, 0, D=9% fort > 0. 

Proof. Let V be a relatively compact neighbourhood of x, on X imbedded 
isomorphically by a map y onto an analytic set M of a ball B in C* and let ¢, 
be strongly plurisubharmonic functions at y(2,) = z, € C* (defined in B) so 
that y(V 1 D) = {z €M | ,(z) < 0}. Since 2, €d0D, there is a k for which 
7. (2%) = 0. It is clearly sufficient to construct a continuous map F of J into 
the space of holomorphic functions on a neighbourhood W of z, € C* such that 
if we put w, = {z € W | F(z, t) = 0}, then zp € wo, and @,(z) > 0 on wy— 2, and 
on @, for t > 0 while w,7 M is lowerdimensional on M. We shall write p(z) 
for @,(z) in what follows. 

Let p‘, p‘/, p*) denote respectively the partial derivatives 0 p/dz,, 0° p/dz, dz,, 
0? p/dz, 0Z;. For z, w € V, we have, by Taylor’s theorem, 


p(w) — p(z) = p'dz, + p'dz, + ptidz,dz,+ pidz,dz,+ ptidz,dzZ, + o(\w—z|?) 
(where we have used the summation convention and put dz; = w,;—z,), the 


values of the derivatives being taken at z, 0(\w— z|*) tending to zero faster 
than |w — z|? as w > z. Clearly, this can be written 


p(w) — p(z) = 2R{pt dz, + ptidz,dz,;} + pti dz, dz, + o(\w—2|*). 
Now, since p is strongly plurisubharmonic, we can find a neighbourhood V, 
of z, so that 

pti dz, dz; + o(\w—z|*) => alw—z|? 
or a fixed « > 0. We can choose constants «;; arbitrarily near zero so that i 
f fixed 0. W I tants «,,; arbitrarily that if 
we put 
S-(z) = pt(C) (2, — 4) + (wA9(C) + 45) (2 — 04) (& — 85), 
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then the surface S, (z) = 0 meets the irreducible components of M in analytic 


sets of lower dimension. Clearly, if the « 


;; are small enough and if S,(w) = 0 


ot _ soph dens ; : 
we have p(w) — p(f) = > |w—C|*. Also, if ¢ is in a suitable neighbourhood 
V, of zo, the surface S.(z) = 0 also meets M in a lower dimensional set. Consider 
now the surface 

Wy = {z € V,| S, (z) = 0}. 

This is an analytic set in V, and p(z) >0 on wy— Zp. Also, since w, is an 
analytic set, z)€ @ 9, there is a curve C(t)(OS t= 1) with €(0) = 2p, 
0 \ M. This shows 
that a strongly pseudoconvex domain is accessible from the exterior. Set now 
F(z, t) = S-(y(z), and w, = {z € V, | F(z, t) = 0}. According to what we have 


seen above, p(z) > 0 on m,— 2». If t>0 and w€aw 


C(t) € wy— Zz, if t > 0; we may even suppose that C(t) Cw 


» then, as proved above, 
p(w) p(C(t)) > 0 since €(t) € w) — zp. This proves the lemma since p is twice 
continuously differentiable. 

It is easy to show that a strongly plurisubharmonic function cannot be 
constant on any analytic set of dimension > 0. This means in particular that 
if on a complex space X, there exists a strongly plurisubharmonic function; 
then there are no compact analytic sets of dimension > 0 on X. Also, if p is a 
twice differentiable plurisubharmonic function and q is strongly plurisub- 
harmonic, then p + q is strongly plurisubharmonic. The proof is easy. 


3. A lemma 


We prove here one part of the main theorem. We prove a slightly stronget 
result than was stated in the Introduction, which shows at once that any 
Stein space admits a proper real analytic map into the real line. 

Lemma. Let X be a Stein space. Then, there exists a real analytic, strongly 
plurisubharmonic function p(x) such that the set {a € X | p(x) < a} is relatively 
compact in X for any real «. 

Proof. Let K, K, 11, U K, = X be a sequence of compact sets on X with 
K, = K,,. Clearly there are finitely many holomorphic functions /,,,,..., fy, x, 


on X such that |/,, ;|| <«,/k, on K,, max |f,, pon K,..— K,.,. Moreover, 


t 


we can find holomorphic functions @,,,, ..., P»,1, 


of K, into the unit polycylinder |z,;| < 1 


on X which give a one-one 
proper map @, of a neighbourhood G, 
in C’ such that the image of G, is an analytic set, which with the structure 


: A iegeider - : ra 5, 
induced from C', is isomorphic to G, (we may suppose that G, Cc K,4+,). Let 


’ 2 7 &p S ‘thats 9 pe 
Ij,= > lf,2@+ Dd 1 Pa. il- Clearly, g,<2e, on K, and g,>p on 
; & 


K 440—K,4,. Put p(x) = > g,(x). We shall prove below that p(z) is a real 
p= 1 
analytic, strongly plurisubharmonic function on X if the « 


» are small enough. 


Clearly, the set {p(x) < m} is contained in X,,,, and so is relatively compact. 
For each p, we can find a polycylinder Z, : |z o < 1 in the unit polycylinder 


i 


in C’ so that Z, p,(G@,) >K,. Let c, be constants, so that any holomorphic 
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function f on ,(G,), |f| <1 is the restriction to ,(G,) of a holomorphic 
function F in the unit polycylinder with |F| <c, on Z, (c, exists by a well- 
known theorem). Suppose that the series )’ ¢, < co. Then, clearly, g, is strongly 
plurisubharmonic on G, (being the restriction to g,(G,) of a function of the 


9 


form > a|z,/* + >’ |p,|/*? where y, is holomorphic in the unit polycylinder and 


j 


a>Q0). Also, g,,q > p is the restriction to @,(G@,) of a sum 3’ |F’.*|?, where 


F’:? is holomorphic in the unit polycylinder and the sum is < 2¢,c, on Z,. 


Hence, the series )’ F’:4(z) F’4 (f) is a holomorphic function of z and 


domain Z, x Z,. Hence, if we put ¢ = z, we see that 3’ g, is a real analytic 


. 
C in the 


4 7>P 
plurisubharmonic function in K,. The result follows. 


For Stein manifolds, it can be proved by very simple reasoning that there 
is a one-one, regular holomorphic map in some complex number space. Clearly, 
because of the above lemma, there is a real analytic proper map into the real 
line. Thus, we have the result that a Stein manifold has a real analytic imbedding 
in Euclidean space. One may use this fact to conclude H. GRAUERT’s proof [6] 
of the existence of an analytic imbedding for any real analytic manifold 
countable at infinity, without using the deep theorem of Remmert on proper 
holomorphic imbeddings of Stein manifolds. 


t. The approximation theorem 


This section leads up to the proof of the approximation theorem (Theorem 3) 
required for the proof of the main theorem; prior to this, we prove a theorem 
(Theorem 2) on the holomorph-convexity, with respect to a Stein space, of an 
open set which admits a ‘‘continuous extension’’. For this, we need to consider 
the first Cousin problem with a Cousin datum depending on a parameter 
(Theorem 1). 

A continuous family of holomorphic functions on a complex space X is a 
continuous map of the unit interval J into the space of holomorphic functions 
on X (with the compact convergence topology). A continuous family of mero- 
morphic functions is a map t - f,(x) of J into the set of meromorphic functions 
on X such that locally f,(”) = p,(x)/q,(2) where p, and q, are continuous 
families of holomorphic functions such that g,(2) = 0 is a lower dimensional 
set on X for each t. 

Theorem 1'). Suppose that X is a Stein space and that there is a covering 
{U,} of X, and that f(x, t) is a continuous family of meromorphic functions on U, 
such that for each t, f;(a, t) — f;(x, t) is holomorphic in U,-\ U,;. Then there is a 
continuous family of meromorphic functions F (x, t) on X so that F (x, t) — f,(x, t) 
is holomorphic in U; for each t. 

Proof. We start with a remark. If f(z, t) is a continuous family of mero- 
morphic functions on X such that, for fixed t, {(z,t) is holomorphic then, 


1) This theorem is due to K. Oka [7] for domains in complex number spaces; though 
it has never been stated explicitly before, it is more or less known. 
Math. Ann. 142 25 
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f(z, t) is a continuous family of holomorphic functions. To prove this, let 
p(z,t) . ‘ 

f(a, t) in L 
q(x, t) 

be a compact set of U and let V be a relatively compact open subset of U 

containing K. Then, there is a neighbourhood W of A,7 U such that, if g is 

holomorphic on U, we have |g(x)| = sup |g(y)| for « € K. This is an easy 

yc V—W 
consequence of the maximum principle and the fact that to any analytic set M 
in OC’, and a = (a,,...,a@y) € M, there is an analytic disc say |z,— a, é, 


Let A, denote the analytic set qg(z,t)=0 and let K 


Z_ = Gy, ...,%y = @y whose boundary does not meet M. Let t be so near ¢, 
that A,“ V Cc W for these t. Then, since, if t,t’ are near ty), and 2 € K, 
\f (ar, t’) — f(a, t) sup |f(y, t’)— f(y, t)|, the result follows easily. 

yeV—W 

We next state three facts from which Theorem 1 follows in exactly the 
same way as the usual proof of the solubility of the first Cousin problem on a 
Stein space (see e.g. [3]). They are contained in the very much more general 
theorems [5, Satz 10], [4, Satz 9, 10] of GravERT. We give proofs only because 
of the simplicity of these results in our special case. 

1. Let X be a Stein space, Y a (closed) analytic subset. Then, to any con- 
tinuous family /(y,¢t) of holomorphic functions on Y, there is a continuous 
family F(a, t) of holomorphic functions on X whose restriction to Y is f(y, t). 

2. If G is a Runge domain in X, and f(z, ¢) a continuous family of holo- 
morphic functions on G, K a compact set of G and ¢ > 0, then there is a con- 
tinuous family F(x, t) of holomorphic functions on X with |F (x, t)—f(2, t) 
fora €K,téJ. 

3. Let R,, R, be two adjacent rectangles in C” (i.e. two sets of the form 
a, <Rz, < b;,¢; << 3z; < d; which have a common face). Let R be the common 
face and let H be a neighbourhood of R. Then if {(z, t) is a continuous family 
of holomorphic functions in H, there are continuous families /;(z, t) on neigh- 
bourhoods of R; (i = 1, 2) so that f, (z, t) f.(z, t) = f(z, t) in a neighbourhood 
of R. 

Proof of 1. Let G, ¢ G,,, be a sequence of Runge domains of X, U G, = X 
and let Y G, = H,. According to a theorem of OKA-CaRTAN (see [3, 8]), 
there are constants c, such that if @ is holomorphic on Y, there is a holo- 
morphic extension ® of » to X with 


P(x) c,* sup |p(y)| for x€G, and some p’ > p, depending only on p. 
yc Hy 
We may, by passing, to a subsequence, suppose that p’ = p + 1. We divide 
I = {t|0 <t < 1} into subintervals J, , of length 6, such that if |t—t'|<6,, 
we have |/(y, t)—f(y,t’)| <e,/c, for y€H,,,. Let F(y,0) be an arbitrary 
extension of /(y,0) and let F, (x) be a holomorphic extension of f(z, k6,) 
such that F, (x)= F(z,0), and |F, .4,(z)—F,,,(z)|<e«, for 2€G,, 
k=0,1,..., 1/d,. 
If k, is a sequence of integers, and k,4,->1, then we see easily that if the e, 


are chosen small enough, lim F,,,,(x) exists and is holomorphic on X. 
p— co 
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Moreover, the limit depends only on t: if k,6, > t, then lim(F,, ,, — F'p,x,) = 0. 
We may therefore define F (x, r) lim Fy, ,., (2). Clearly F (x, tT) is an extension 
of f(y, t). It is moreover a continuous family; in fact if kd, and 14, (q > p) 
lie in J,,,, then we have |F,,, , (x) — F,,, ;(x)| < 2e, for x €@,. The statement 1. 
is proved. 
Proof of 2. Let A be an analytic polyhedron in G with KCA and 
YP = (Py, ---s Py): X > C*® a holomorphic mapping imbedding 4 isomorphi- 
cally and properly as a subspace M of the unit polycylinder and let g(y, t) 
f(p-*(y), 4) for y € M. Let G(z,t) be a continuous family of holomorphic 
functions on the unit polycylinder = g(y, t) on M and let 


G(z, t) = D) a, (t)z*, t = (4, .. ., i,), 26 = 2... ot 


nN 
~ 


be the Taylor expansion of G about 0. Then 


1 ‘ G(z, t) 
a, (t) (oni) | wt el dz 
2 =r 1 
is a continuous function of ¢ and |a,(t)| < M(r)/r" % with M(r) 
sup |G@(z, t) ©. Hence, the sequence 


i r 
Ostsl1 


F x(x, t) >» a,(t)(q (a) 
iisN 
converges to f{(z, t) on K as N + co. The result follows. 

Proof of 3. If we suppose, as we may, that R is given by Nz, = 0 and if C 
is the oriented boundary of a rectangle in the z,-plane in H, if C, denotes the 
part of C in Rz, = 0, C, the part in Rz, => 0, then we may set 

l oa ee 
f(z, t) a ime dt,,i=1,2. 
“ >1 


22 z 


CG; a | 

Proof of Theorem 1. Let {A,} be a sequence of relatively compact analytic 
polyhedra in X, A, ¢ A,,,> X. Because of 2. above, it suffices to prove 
Theorem 1 when X is replaced by A,. Let wm: X + C* be a holomorphic map, 
imbedding A,,, properly and isomorphically in the unit cube R : {Rz,| < 1, 
3z,|< 1} in C* and let R’ be a smaller rectangle containing the image of 
y(A,) = V in its interior and let R,; be a division of R into closed rectangles by 
hyperplanes parallel to the coordinate hyperplanes so that {R;™ V}= {V,} 
is a refinement of the covering {g(U,;) ~\ V} on V. If R; and R, are adjacent 
rectangles and V,c U;; VyC Uy, then (f,(x, t)—f,-(x,t)) 0 @-' is holo- 


morphic in a neighbourhood of V;~ V,, so that, by 1. and 3., there are holo- 
morphic families F’,(z, t) and F,(z, t) in neighbourhoods of R,, R,, respectively, 
with F, (p(x), t) — F,( (2), t) = f;— fy in a neighbourhood of g-!(V V;). 


Theorem | is an easy consequence. 


j 


Let now X be a Stein space and D an open set on X. We say that a family 
X, (0 < « <= 1) of open sets is a continuous extension of D to X if X_,= D, 
X, = X,X,c X,ifa< f, U X,—X,and N X,=X,,. Our first approxima- 

B<a@ B>« 


tion theorem now is as follows: 
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Theorem 2. Let D be an open set on a Stein space X and suppose that D has 
a.continuous extension X, to X such that for « = 0, X, is strongly pseudoconvex. 
Then D is holomorphically convex with respect to X; in particular, it is a Stein 
space . 

Proof. Let K be a compact subset of D. Let K be the set 

K = {x €X | |f(z) sup |f(y)| for all f holomorphic on X|. 
ycK 
We assert that K is contained in D. Suppose this false; let « be the lower bound 
of all numbers f such that K c X,. Then clearly 0 < « < 1 and X, + X. Since 
Kc X, for B>«, it follows that Kc X,. Now, if Kc X,, then, since 


a 
U X,= X, we must have K c X,, for some y < «. Hence K must intersect 


x 
r<a ‘s 
the boundary of X, and be contained in X,. 
Let x, € K \0X,. Then, by the Lemma of section 2, there is a family 
o,: f(x, t) = 0 of analytic sets in a neighbourhood U of xo, f being a continuous 


family of holomorphic functions, such that o, > X, = {x9}, 0, \X,=4% if 
t > 0, o, is lower dimensional. 

Now, K has a fundamental system of neighbourhoods V which are Runge 
domains in X (i.e. V is a Stein space and any holomorphic function on V is the 
limit, uniformly on compact subsets of V, of holomorphic functions on X). 
Since the only point of intersection of o,(t = 0) and X, is the point 2x), and 
RK c X,, there is a neighbourhood V of K, which we may suppose to be a 
Runge domain in X, such that no o, has a boundary point in X inside V: we 
may suppose that there is a neighbourhood W of x, such that f(x, t) + 0 on 


oW+r V. Then we may clearly find a neighbourhood W’ of 2, so that the 
] . , : , - : . . : ; 
functions fiz a) im W, 0 in J W’ define a first Cousin datum, depending 
Zz, 


continuously on ¢t. Since V is a Stein space, it follows from Theorem | that 
there is a continuous family of meromorphic functions, say (x, t) such that 


for each t, h(x, t) = O(z, t) is holomorphic in W, ® is holomorphic 


l 
f(x, t) 
in V — W’. As we proved at the beginning of the proof of Theorem 1, h(z, t) 
is a continuous family of holomorphic functions and so is uniformly bounded 


: , _ l : 
in a neighbourhood of 2». Since iz, 38 0 <t—0O and since P(z, t) 
I \+o 


is clearly bounded on K which is contained in X,, we may choose t, > 0 so near 

to 0 that |®(x,, t,)| > sup |P(y, t,)|. Again, since K has a fundamental 
yc kK 

system of neighbourhoods which are Runge domains and since t, > 0 so that 

®(x,t,) is holomorphic in a neighbourhood of K, there is a holomorphic 

function ®(x) on X with |P(z,) sup |®(y)|. But this contradicts the 


vek 
definition of K. Hence the supposition that K ¢ D is false and Theorem 2 is 
proved. 
We remark that if we suppose in addition that D is relatively compact, 
we could prove, by similar reasoning, that D is its own holomorphically convex 
envelope, D D. 
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It can be proved that in the family {o,}, o, is nonempty if ¢ is near enough 
to 0, but this is not required in the proof of Theorem 2. 

Theorem 3. Let X be a Stein space and p a differentiable plurisubharmonic 
function on X. Then, for any real «, the set {p(x) < «}is Runge in X. 

Proof. Let q > 0 be a strongly plurisubharmonic function on X such that 
the set {x € X | q(x) < f} is relatively compact on X for any real f. (See 
Sec. 3.) Now, the union of an increasing sequence say {D,} of Runge domains 
on X is Runge in X (in fact if K is a compact set of D= U D, and K c D,, 
then K c D, and so K c D). Hence, it is sufficient to prove that the inter- 
section of X, = {x € X | p(x) < «} with any analytic polyhedron in X is Runge 
in X. Hence, we may suppose that p is bounded below on X, and by adding a 
constant, that p> 0. Consider now the function py(x) = p+ 7 q. Py is 
strongly plurisubharmonic and the set XY = {py(x) < «} is relatively compact 
for any « > 0. Moreover, for any 2», there is a continuous family o, (0 < t = 1) 


of analytic sets in a neighbourhood of x, so that py (x) > py(xp) for x € o,— {29} 


{ os 
and x € a, (t > 0) [see Lemma in section 2]. The proof of Theorem 2 shows 
now that the set X¥ is Runge in X for each «. Moreover XX *!> X¥ and 
XX + X, as N + ~. Hence, being the union of Runge domains, X, is Runge 
in X. (It is clear from the proof that the result remains true if we suppose 
merely that p is locally the maximum of finitely many twice differentiable 
plurisubharmonic functions.) 

We remark that if X is an unramified Riemann domain over C" (i.c. an 
unramified domain of holomorphy), then on any compact set K C X, if p is 
plurisubharmonic in X, there is a sequence py of differentiable plurisubharmoni 
functions in a neighbourhood of K which decrease to p on K as No. It 
follows easily from this that, if X is an unramified domain of holomorphy, then, 
for any plurisubharmonic function p on X, the set {x € X | p(x) < x} is Runge 
in X. 

If p is strongly plurisubharmonic and the set X, = {x € X | p(x) < a} is 
relatively compact, then one may prove that X, is its own envelope, X,= X, 
in X. Theorem 3 gives at once a necessary and sufficient condition for a domain 
D on a Stein space X to be a Runge domain, viz. that if D,c D, there is a 
twice differentiable plurisubharmonic function py, on X so that D, 

C {py(x) < O}-c D. 


5. The main theorem 


In this section, we conclude the proof of the theorem stated in the introduc- 
tion. We first carry over a theorem of GravERT [6] to complex spaces. The 
extension presents no problems and the proof is only outlined. 

Theorem.?) Let X be a complex space, D a relatively compact strongly pseudo- 
convex subdomain. Then D is holomorph convex. 

*) Added in proof. The proof of this theorem is valid only if the boundary of D is 


defined globally by one strongly plurisubharmonic function ; however the theorem itself is 
valid and will be proved, under more general hypotheses, elsewhere. 
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Proof. Let © denote the sheaf of germs of holomorphic functions on X. 
There is a finite covering {U;} of D such that U;-™ D are Stein spaces. We 
choose finitely many coverings {U?} of D with this property and so that the 
sets U4 = U*— U U? (A=1,..., N) cover 0D, while U}\ D is given by 

i+] 

inequalities ,,,< 0 where the ,,, are strongly plurisubharmonic. [The 
existence of the {U?} is an easy consequence of the proof of the Lemma in 
Sec. 2.] Since if we replace the g,,, by any functions y,,, whose second 
derivatives are close to those of @,,,, Y,,, is also strongly plurisubharmonic 
(the derivatives being calculated with respect to a local imbedding and fixed 
extension of g,,, to a domain in number space), we obtain easily a strongly 
pseudoconvex domain D, such that D — U! = D, — U', and the boundary of D 
and of D, have no point in common in U!, while D,~ U? is a Stein space. 
Continuing this process with D, and the covering {U?} we obtain domains D, 
and coverings G,,,= {D,  U}\ of D, such that for y > 0 the natural homo- 
morphism of the cohomology group H’(Dy, ©) into H’(D, ©) is onto the latter. 
Repeating the argument of GRAUERT [6, p. 465] we obtain the result that the 
complex vector spaces H’(D, ©), vy > 0, are finite dimensional. 

Let x, € 0D and U a neighbourhood of x, on X, f(x) a holomorphic function 
in U such that the surface o: {(x) = 0 meets D only at 2». Let D’ > D be a 
strongly pseudoconvex domain such that every point of dU ~ D’ has a neigh- 
bourhood which does not meet ¢. Then, we may find a neighbourhoods V > W 
of x, such that if we put g, = 1/(f(x))’ in V, g,= 0 in D’— W, we obtain 
a first Cousin distribution in D’. Consider the cohomology classes in H1(D’, ©) 
defined by g,, go, ...; they cannot be linearly independent. Let a, (g,) 

a,(g,) = 90 in H'(D’, ©) where the a; are complex numbers and a, + 0. 
But this means that there exists a meromorphic function A in D’ such that 


r 


h(x)— 3’ a,f-‘ is holomorphic in V, A is holomorphic in D’ — W. Clearly the 
1 


first condition means since a, + 0 that |h(2)| + «© as x — 2,; the restriction of 
h to D is then a holomorphic function in D tending to oo at x; hence D is 
holomorph-convex. 


t= 


We can now prove the main theorem which we state again. 

Theorem 4. Let X be a complex space. Then it is a Stein space if and only 
if there exists a strongly plurisubharmonic function p(x) on X such that 
{a € X | p(x) < a} is relatively compact in X for any « > 0. 

Proof. According to the Lemma of section 3, a strongly plurisubharmonic 
with the above property exists on any Stein space. We have only to prove the 
converse. 

Clearly, for any «, the set X, = {x € X | p(x) < «} is strongly pseudoconvex 
and relatively compact. Hence, it is holomorphconvex. We assert that it is a 
Stein space. According to [3], it is enough to prove that X, is K-complete 
(ie. for any x € X,, there is a holomorphic map /: X,— C* so that x, is an 
isolated point of f-'/(2,)). To prove this, let x, ¢ X,. Consider the set {x9}. 
One sees easily that this is the set of points x ¢ X, with {(x) = f(2,) for any 
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holomorphic function f on X,. Since X, is holomorphically convex, this set is 
compact. Hence it has a relatively compact neighbourhood U and finitely many 
holomorphic functions /,, . . ., f, on X vanishing at x, but at no point near the 
boundary of U. Hence 2, must be contained in a compact analytic set (actually 
it is an analytic set) so that it must be a finite set (since there exists a strongly 
plurisubharmonic function on X) and 2, is an isolated point of {-!f(a») where / 
is the mapping (f,,..., /,). Thus X, is K-complete and so is a Stein space. 

Now, we have X,c X,c +++ CX,C *++—~+X; moreover, X, ¢ X,:, 
and X, is Runge in X,,,. It follows at once that any holomorphic function 
on X, can be approximated by holomorphic functions on X, uniformly on 
compact sets of X,. This proves that points of X are separated by holomorphic 
functions on X. We have proved also that X, is its own envelope, X, = X, 
in any X,,1 > k. One deduces at once that X, is its own envelope in X and so X 
is holomorph convex. The theorem is proved. 
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Der Durchschnittssatz fiir Holomorphiegebiete 
Von 


GUNTER SCHEJA in Miinster (Westfalen) 


Einleitung 


Die Theorie der unverzweigten nicht-schlichten Gebiete tiber den komplexen 
Zahlenriumen €" und ihrer Holomorphiehiillen, die im Jahre 1932 mit den 
grundlegenden Arbeiten von H. Cartan und P. THULLEN!) begann, hat durch 
die Untersuchungen [13] von K. OKA aus dem Jahre 1953 im wesentlichen 
ihren AbschluB gefunden; so sind die Holomorphiehiillen holomorph-konvex 
und besitzen damit die wichtigsten Eigenschaften, die komplex-analytischen 
Raumen zukommen k6énnen?). 

Nach der modernen Theorie der komplexen Raume kénnen auch Gebilde 
mit nicht-uniformisierbaren Punkten untersucht werden, und dies veranlaBt 
zu sehen, wie sich die bekannten alteren Methoden der Funktionentheorie auf 
verzweigte Gebiete tiber Zahlenriumen tibertragen lassen, mit denen man auch 
die Stellen ganz-algebroiden Verhaltens holomorpher Funktionen mehrerer 
komplexer Veranderlicher erfassen kann. Es zeigt sich, daB die verzweigten 
Holomorphiehillen konstruiert werden kénnen*); tiber die Gebiete, die als 
Hiillen auftreten, ist aber bis jetzt nicht viel bekannt. Einige erste einfache 
Eigenschaften dieser Gebiete sollen in der vorliegenden Arbeit aufgezeigt 
werden. 

Jede verzweigte Holomorphiehiille erweist sich als das genaue Existenz- 
gebiet (Holomorphiegebiet) einer holomorphen Funktion. Dieser Satz pflegt, 
da eine Holomorphiehille durch eine Art von Durchschnittsbildung aus 
Holomorphiegebieten erhalten werden kann, als Durchschnittssatz bezeichnet 
zu werden. Der Beweis des Durchschnittssatzes verlauft ginzlich anders als im 
klassischen unverzweigten Fall und erlaubt es, den Durchschnittssatz sowohl 
fiir unverzweigte als auch fiir verzweigte Gebiete tiber allen normalen kom- 
plexen Raumen mit abzahlbarer Basis der Topologie zu erhalten. — Die holo- 
morphen Funktionen lassen sich ferner so waihlen, daB sie auch nicht weiter 
meromorph fortgesetzt werden kénnen; hieraus folgt: Jedes Holomorphie- 
gebiet ist ein Meromorphiegebiet. 

Herrn Prof. Dr. H. Gravert, der mich auf die Verwendungsméglichkeit 
Hartogsscher Reihen bei den Durchschnittsiiberlegungen hingewiesen hat, 
méchte ich an dieser Stelle meinen Dank sagen. 

1) Siehe die Berichte H. Bennke-P. THULLEN [1] und H. Cartan [2] 

2?) Uber die Funktionentheorie in komplexen Raumen siehe etwa die Arbeit [7] von 
H. Gravert und R. RemMerr. 

%) Siehe R. Iwanasut [8], H. Kerner [9], [10] und [16], [17], [18]. 
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Die Ausfiihrungen sind folgendermaBen aufgeteilt : 


1. Nicht-schlichte Gebiete tiber topologischen Raéumen. 


2. Familien holomorpher Funktionen auf nicht-schlichten Gebieten. 
3. Singulire Stellen holomorpher Funktionen. 
4. Folgerungen fiir unverzweigte und verzweigte Gebiete. 


5. Vertraglichkeit bei der Bildung unverzweigter und verzweigter Holo- 
morphiehiillen. 


1. Nicht-schlichte Gebiete iiber topologischen Riumen 


Die allgemeine Topologie der verzweigten Gebiete iiber normalen kom- 
plexen Raumen, wie sie als Existenzgebiete bei vollstandiger Fortsetzung 
holomorpher Funktionskeime auftreten, l14Bt sich mit einfachen Mitteln be- 
schreiben, indem man von ihren lokalen Eigenschaften ausgeht. Als Grund- 
raume fiir diesbeziigliche topologische Untersuchungen, die wir in den nach- 
folgenden Abschnitten benutzen, lassen wir beliebige lokal-kompakte und 
lokal-zusammenhangende topologische Riume Y zu. Unter Umgebungen 
wollen wir stets offene Nachbarschaften verstehen. 

(X, ®) heiBt eine (endlich-blattrige unbegrenzte verzweigte) Uberlagerung 
des zusammenhangenden Raumes Y, wenn folgendes gilt: X ist ein 7',-Raum 
und wird von @ stetig und eigentlich auf Y abgebildet (die ®-Urbilder kom- 
pakter Mengen sind also kompakt); alle Fasern von @ sind diskrete Punkt- 
mengen; es gibt eine Ausnahmemenge A in Y, so daB8 A nirgends in Y und 
@-1(A) nirgends in X zerlegen. (Nimmt mar nirgends zerlegende Mengen aus 
offenen zusammenhaingenden Mengen heraus. so bleiben zusammenhangende 
Mengen zuriick; ferner sollen nirgends zerlegende Mengen stets nirgends dicht 
liegen); ® ist auf X — ®-1(A) lokal-topologisch*). 


Betrachten wir eine Uberlagerung (X,®) von Y. X ist offensichtlich ein 


lokal-kompakter Raum. ®-!( Y — A) ist eine endlich-blittrige unverzweigte 
y . ° ° . r 
und unbegrenzte Uberlagerung von } A; da sie nur endlich viele (Zusammen- 


hangs-) Komponenten besitzt, gilt das gleiche auch fiir ihre abgeschlossene 
Hille X. Deshalb sind die Komponenten von X offen. Da ®-1(A) solche 
Komponenten nicht zerlegt, erhalt man die Komponenten einfach, indem man 
die abgeschlossenen Hiillen der Komponenten von ®-!(Y — A) bildet. Jede 
Komponente von X ist beziiglich ® eine Uberlagerung von Y. 

Ist U eine beliebige Umgebung einer Faser ®-1(y), y € Y, so gibt es, da D 
als eigentliche Abbildung abgeschlossen ist, eine Umgebung B von y mit 
@-1(B) ¢ U. Wahlt man U als Vereinigung beliebig kleiner Umgebungen der 
Punkte von ®-!(y), die man wegen des hausdorffschen Trennungsaxioms 
paarweise punktfremd erhalten kann, so sieht man: Durchléuft B eine Um- 
gebungsbasis von y€ Y und ist V(B) diejenige Komponente von ®-1(B), die 
ein x €@M-1(y) enthidlt, so bilden die entstehenden Mengen V(B) eine Um- 
gebungsbasis von x. Da V(B) stets als Uberlagerung zusammenhangender 


‘) Zum Begriff der Uberlagerung siehe etwa [5], [6], [20]. 
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Mengen B genommen werden kann, sieht man: @ ist eine offene Abbildung und: 
X ist lokal-zusammenhéngend. 

Uberlagerungen sind durch ihren unverzweigten Teil eindeutig bestimmt) : 
Zwei Uberlagerungen (X,, ®,) und (X,,®,) von Y, die auBerhalb einer ge- 
meinsamen Ausnahmemenge (die sich einfach durch Vereinigung der einzelnen 
Ausnahmemengen bilden laBt) kanonisch aquivalent sind, miissen auch iiber Y 
aquivalent sein, d. h. es gibt einen Homéomorphismus h von X, auf X,, der 
spurpunkttreu ist: O,oh = ®,. 

(X,@®) heiBt ein (verzweigtes) Gebiet iiber Y, wenn X ein zusammen- 
hangender 7',-Raum ist und durch @ so in Y abgebildet wird, daB jeder Punkt 
aus X eine Umgebung besitzt, die durch ® einem Teilgebiet von Y iiberlagert 
wird. Die Punkte von X, in denen @ nicht lokal-topologisch ist, heiBen Ver- 
zweigungspunkte des Gebietes. Ein Gebiet ohne Verzweigungspunkte heiBt 
unverzweigt. 

Betrachten wir ein Gebiet (X, ®) iiber Y. Der Raum X besitzt alle lokalen 
Eigenschaften der Uberlagerungen von Teilgebieten aus Y; beispielsweise 
ist X stets lokal-kompakt und lokal-zusammenhangend. Die Verzweigungs- 
punkte stellen eine nirgends zerlegende Menge in X dar. Die Projektion @ ist 
stetig und offen. Wichtig ist ferner: Durchléiuft B eine Umgebungsbasis von 
y€Y und ist V(B) diejenige Komponente von ®-1(B), die ein x €D-*(y) 
enthilt, so bilden die entstehenden Mengen V(B) eine Umgebungsbasis von x. 
Beweis: x ist in einem U enthalten, das beziiglich ® einem Gebiet G C Y iiber- 
lagert ist. Es geniigt weiter zu zeigen: Ist G, eine relativ-kompakte Umgebung 
von y in G, dann ist V (G,) in U enthalten. Nun: U 1-4 V (G,) ist relativ-kompakt 
in U, also abgeschlossen und offen und nicht-leer in V (G,); daher U ~ V (G,) 

V (G,). — Mit Y besitzt auch X eine abzihlbare Basis. Beweis: Jeder Punkt 
von X besitzt eine Umgebung U, die als Uberlagerung eine abzahlbare Basis 
besitzt. Die Komponenten einer Menge ®-1(@), G offen in Y, treffen U nur 
in abzahlbar vielen offenen Mengen, d.h. U trifft nur abzahlbar viele der 
Komponenten von ®-1(G). Durchlauft daher G eine abzahlbare Basis von Y, 
dann erhalt man in den relativ-kompakten Komponenten der ®-!(G@) eine 
Basis von X (siehe oben), bei der jedes Element héchstens abzaihlbar viele 
andere Elemente trifft. Da X zusammenhangend ist, sind die Elemente der 
Basis untereinander endlich verkettet, d.h. aber abzihlbar. — Aus der ab- 
zahlbaren Basis fiir X folgt sofort: X ist Vereinigung abzihlbar vieler kompakter 
Teilmengen und: Jede Faser ®-*(y), y € Y, besteht nur aus abzihlbar vielen 
Punkten in X. 

Bei nicht-schlichten Gebieten dienen als Ersatz fiir mengentheoretische 
Beziehungen, wie sie bei schlichten, d. h. Teilgebieten statthaben, analog ge- 
bildete Beziehungen, die durch stetige spurpunkttreue Abbildungen beschrieben 
werden. Eine Abbildung t von X, in X,, wo (X,,,) und (X,, ®,) Gebiete 
iiber Y sind, heiBt spurpunkttreu, wenn gilt: ®, o t = D,. Ist t stetig, dann ist 
(X,,t) ein Gebiet tiber X,. Stetige spurpunkttreue Abbildungen sind also 


5) Siehe K. Stern [20], Hilfssatz 2. 
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insbesondere offen. Wird X, von t stetig, injektiv und spurpunkttreu auf X, 
abgebildet, dann ist t offenbar ein Homéomorphismus zwischen X, und X,; 
die beiden Gebiete (X,,@,) und (X,,@®,) sind in diesem Falle dquivalent. 
Wird X, von t stetig, injektiv und spurpunkttreu in X, abgebildet, dann ist 
(X,, D,) aquivalent zum Teilgebiet (r(X,), ®,) von (X,, M,). Identifizierungen 
dieser Art werden wir oft vornehmen und dann einfach vom T'eilgebiet (X,, ®,), 
bzw. Obergebiet (X,, ®,) sprechen. 

Sei (X, ®) ein Gebiet itiber Y. Von den in allen méglichen Obergebieten auf- 
tretenden Randpunkten von X laBt sich die wichtige Menge der erreichbaren 
Randpunkte — dies sind, wenn Y lokal-kurven-zusammenhangend ist, genau 
diejenigen Randpunkte, in die man tiber Wege aus X hineinlaufen kann — auf 
einfache Weise durch Filterbasen in X eindeutig erfassen*). Wir gehen wie 
folgt vor: 

Unter einem (erreichbaren) Randpunkt des Gebietes (X, ®) iiber Y versteht 
man eine Filterbasis r von offenen zusammenhangenden Mengen U ¢ X mit 
den folgenden Eigenschaften : 

r hat in X keinen Berithrpunkt. 
Die Bild-Filterbasis {®(U):U €r} hat einen einzigen Beriihrpunkt y€ Y. 

3. Ist G eine Umgebung von y, so enthalt r genau eine Zusammenhangs- 
komponente von ®-1(G@). Alle Mengen U €r werden auf diese Weise erzeugt. 

Die Menge aller (erreichbaren) Randpunkte von (X, ®) heiBt der Rand 0X 
von (X, ®). Mit X bezeichnen wir die Menge Xv 0X. 

Beispiel: (X,®) sei ein Teilgebiet von (X. d), und X unterscheide sich 
von X nur um eine nirgends zerlegende Teilmenge. Dann besitzt jeder Punkt 
a €A = X—X eine Umgebungsbasis {U;: i ¢ I}, so daB {U,— A:i€]} ein 
Randpunkt aus 0X ist; jeder Punkt von X — X 1aBt sich also als Realisierung 
eines Randpunktes von (X, ®) auffassen. 


l. 
2. 


Die Topologie von X 1aBt sich auf natiirliche Weise in die Menge X fort- 
setzen: Eine Umgebung von r, € dX in X erhalt man, indem man ein U4 Efe 
mit allen r € 0X vereinigt, die ein U ¢ U, enthalten; man verifiziert leicht die 
Hausdorff-Axiome. Im topologischen Raum X ist X mit der urspriinglichen 
Topologie ein offener dichter Unterraum. Man beweist leicht Aussagen wie: 
X ist zusammenhangend und lokal-zusammenhangend, und 0X zerlegt x 
nirgends. — Wichtig ist fiir uns: Mit Y besitzt auch X eine abzihlbare Basis. 
Dies ersieht man sofort aus der Bemerkung: Ist G ein Teilgebiet von Y, dann 
besteht ®-1(@) nur aus abzihlbar vielen Komponenten. 

(X, ®) werde von t stetig und spurpunkttreu in das Gebiet (X, ®) ab- 
gebildet. Unter einer Realisierung [r] des Randpunktes r ¢ 2X in X verstehen 
wir einen Berithrpunkt der Filterbasis t(r) in X. Ein Randpunkt r € 2X 1aBt 
sich in X héchstens auf eine Weise realisieren, d. h. t(r) kann héchstens einen 
Bertthrpunkt haben. t(r) besitzt genau dann einen Beriihrpunkt in X, wenn 
t(U) fiir ein U €r relativkompakt in X liegt. Nach diesen Bemerkungen ist 


6) Siehe etwa [5], § 3, wo diese Beschreibung verwendet wird. 
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unmittelbar klar: t 1aBt sich stetig auf eindeutige Weise in ein maximales 
Teilgebiet X’ von X fortsetzen; dazu hat man r als Bild [r] zuzuordnen, falls 
diese Realisierung méglich ist. Hieraus folgt beispielsweise: 0 sei eine Um- 
gebung von [r], und die Folge r, aus 0X konvergiere gegen r. Dann gilt fiir fast 
alle y : [r,] existiert und liegt in 0. 

Zur Realisierung von Randpunkten in Obergebieten benutzt man die 
folgende Aussage: 

Hilfssatz 1: (X,@) sei ein Gebiet iiber Y, und (V,W¥) sei eine zusammen- 
hiingende Uberlagerung des Gebietes G © Y; eine Zusammenhangskomponente U 
von D-1(G) sei (als Gebiet iiber Y) dquivalent zu einem Teilgebiet U' von V. 
Dann erhilt man durch natiirliche Identifikation von U mit U’ ein (V, ¥) ent- 
haltendes Obergebiet von (X, ®). 

Ist also r ein Randpunkt von (X,@®) und kann man eine Komponente 
U €r von ®-1(G), wo G eine Umgebung des Grundpunktes y von r ist, in eine 
Uberlagerung (V, ¥) von G einbetten, dann hat r nach dem Hilfssatz offenbar 
einen Berithrpunkt in der Vereinigung von (X, ®) mit (V, Y). Hiernach folgt 
sofort, daB jeder schlichte Randpunkt in einem Obergebiet realisierbar ist; 
dabei heiBt r schlicht, wenn es ein U €r gibt, das von ® topologisch in Y ab- 
gebildet wird. 

Beweis des Hilfssatzes: Die Identifikation von U und U’ ergibt eine offene 
Aquivalenzrelation in der Vereinigung von X und V; es geniigt nw. zu zeigen, 
daB der Quotientenraum ein 7',-Raum ist. Um das Hausdorffsche Trennungs- 
axiom T’, zu verifizieren, geniigt es weiter, zwei Punkte x, € X (x, ¢ U), 2, € V 
mit @(x,) = Y(x2,) zu betrachten. x, liegt aber in einer zu U punktfremden 
Zusammenhangskomponente U, von ®-1(@), die offensichtlich keine zu den 
Punkten von V aquivalenten Punkte enthalt; daher lassen sich x, und 2, im 
Quotientenraum durch die Bilder von U, und V trennen. 

Die schlichten Randpunkte brauchen nicht in der Menge der in Ober- 
gebieten realisierbaren Randpunkte dicht zu liegen; um eine einfache dichte 
Menge zu erhalten, geniigt es aber, die diinn liegenden Randpunkte hinzu- 
zunehmen, zu denen es bei einer Realisierung in einem Obergebiet Umgebungen 
gibt, die auBer Verzweigungspunkten nur Punkte von X enthalten. 


2. Familien holomorpher Funktionen auf nicht-schlichten Gebieten 


Unter einer analytisch-verzweigten Uberlagerung eines Gebietes G des 
Zahlenraumes €" wird eine verzweigte Uberlagerung verstanden, die eine 
analytische Ausnahmemenge besitzt. Der Begriff holomorpher Abbildungen 
zwischen Teilmengen von analytischen Uberlagerungen la8t sich sinnvoll ein- 
fiihren, indem man Stetigkeit der Abbildungen sowie die Holomorphie in den 
lokalen Koordinatensystemen verlangt, die man durch die fast tiberall lokal- 
topologischen Projektionen in den Zahlenraum gegeben hat’). Ein 7',-Raum 
besitzt eine normale komplexe Struktur (und heiBt damit ein normaler kom- 
plexer Raum), wenn er durch offene Mengen {U; : i € I} iiberdeckt werden kann, 


*) Hierzu und zum folgenden siehe [5], [6]. 
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die so durch topologische Abbildungen h; auf offene Teilmengen analytisch- 
verzweigter Uberlagerungen abgebildet werden, daB alle Abbildungen der Art 
h; © h=* in ihrem Definitionsbereich holomorph sind*). Die Funktionentheorie 
in diesen komplexen Raéumen ist wohldefiniert. Komplexe Raume besitzen alle 
lokalen topologischen Eigenschaften wie Uberlagerungen von Teilgebieten der 
Zahlenraume, sind also insbesondere lokal-kompakt und lokal-zusammen- 
hangend. In diesem Abschnitt sei Y ein komplexer Raum; fiir die Konstruier- 
barkeit holomorpher Funktionen benétigen wir, daB Y eine abzaihlbare Basis 
der Topologie besitzt. 

Durch holomorphe Fortsetzung holomorpher Funktionen kommt man 
iiber Y genauso zu verzweigten Gebieten, wie das tiber dem Zahlenraum (€” 
der Fall ist. Dies sind verzweigte Gebiete tiber Y, deren lokale Uberlagerungen 
analytische Ausnahmemengen besitzen. Unter Gebieten tiber Y wollen wir im 
folgenden stets soleche Riemannschen Gebiete verstehen. Durch die lokale 
Struktur eines Gebietes (X, ®) iiber Y ist eine und nur eine komplexe Struktur 
auf X gegeben, beziiglich der ® eine holomorphe Abbildung ist; auf diese 
Weise wird X stets als komplexer Raum aufgefaBt. Eine Abbildung / von X 
in einen komplexen Raum ist genau dann holomorph, wenn sie stetig ist und 
wenn fiir jede offene Menge U ¢ X, die durch ® topologisch in Y abgebildet 
wird, die Abbildung f o (®| U)-* holomorph in ®(U) ist. Stetige spurpunkt- 
treue Abbildungen zwischen Gebieten iiber Y sind holomorph. Der Begriff der 
holomorphen Fortsetzung holomorpher Funktionen ist bei nicht-schlichten 
Gebieten so zu fassen: f sei holomorph auf (X,@®) und dieses Gebiet werde 
durch t stetig spurpunkttreu in (X’, ®’) abgebildet; dann heiBt f diber t in das 
groBere Gebiet fortsetzbar, wenn es eine holomorphe Funktion /’ auf X’ gibt mit 
f' ot =f. Eine solche Fortsetzung ist stets eindeutig, da t offen ist. 

Hat man eine Familie A holomorpher Funktionen auf einem Gebiet 
(X, ®) iiber Y gegeben, so existiert®) ein gréBtes Gebiet (X, db) 9 g(X, P) 
der simultanen (holomorphen) Fortsetzung aller Funktionen aus F, die 
(verzweigte ) Holomorphiehiille von (X,®) zur Familie 7; besteht F aus allen 
holomorphen Funktionen auf X, so hei®t (X, 6) Holomorphiehiille schlechthin 
und wird auch mit $(X, ®) bezeichnet. (X, &) hat folgende charakteristischen 
Eigenschaften: Es gibt eine stetige spurpunkttreue Abbildung o von (X, ®) in 
(X, b), iiber die sich alle Funktionen aus F fortsetzen lassen; und lassen sich 
die Funktionen aus F iiber eine stetige spurpunkttreue Abbildung o’ von 
(X, d) in ein weiteres Gebiet (X’, &’) fortsetzen, dann ist o’ eine Aquivalenz- 
abbildung. Man zeigt, da8 Holomorphiehiillen bis auf Aquivalenz eindeutig 
bestimmt sind, so daB man von den Holomorphiehiillen sprechen kann. 
Holomorphiehiillen zu einer einzigen Funktion heiBen Holomorphiegebiete. Die 
Existenz der Holomorphiehiillen § g (X ,®) kann man durch eine Durchschnitts- 
bildung der Holomorphiegebiete 9,(X,®) der f € F gewinnen; wobei $ g (X,®) 
als gréBtes (X, ®) ,,.umfassendes‘‘ Gebiet erhalten wird, das in allen §,(X, D) 

8) Wir werden nur normale komplexe Raiume betrachten und sie der Kiirze halber oft 


nur komplexe Réwme nennen. 
*) Zum folgenden siehe [8], [9], [10], [16], [17], [18]. 
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,enthalten’ ist. — Ist (X,®) ein unverzweigtes Gebiet, dann besitzt das 
groBte unverzweigte Teilgebiet einer Holomorphiehiille 9 g(X,@®) analoge 
Maximaleigenschaften in bezug auf unverzweigte Gebiete iiber Y; man be- 
zeichnet es als die unverzweigte Holomorphiehiille H z(X, ®) zu (X,®) und F. 
Der unverzweigte Teil eines (verzweigten) Holomorphiegebietes heiBt un- 
verzweigtes Holomorphiegebiet'®). 

Die nachfolgenden Hilfsaussagen gelten sowohl fiir unverzweigte als auch 
fiir verzweigte Holomorphiehiillen tiber Y. In den Formulierungen und Be- 
weisen werden wir nur auf den verzweigten Fall eingehen; durch Auslassen der 
Verzweigungspunkte in den Betrachtungen erhalt man sofort die etwas ein- 
facheren Uberlegungen, die im unverzweigten Fall nétig sind. 

Bei unverzweigten Gebieten tiber dem (€" ist es !eicht, sich im Falle, daB die 
kanonische Abbildung von (X, ®) in H g(X, ®) injektiv ist, durch unendliche 
Linearkombination mit konstanten Koeffizienten aus Funktionen von F eine 
neue Funktion herzustellen, so daB (X,®) Teilgebiet des Holomorphie- 
gebietes dieser Funktion ist™). Eine analoge Aussage gilt auch fiir beliebige 
Holomorphiehiillen tiber Y. 

Zunachst tiberlegt man sich, daB eine kanonische Abbildung o|(X, ®) — 

> $g(X, H) genau dann injektiv ist, wenn es zu je zwei Punkten x,, x, € X 
mit #,+ 2, und y = P(x,) = O(zx,), in denen ® lokal-topologisch ist, eine 
Funktion f €F gibt, die in 2, und x, verschiedene Keime besitzt, womit ge- 
meint ist, daB die in y wohldefinierten Funktionskeime von f o (®| U(z,))~! 
und f o (®|U(zx,))-! verschieden sind (U(x,), U(x.) geniigend kleine Um- 
gebungen von 2,, bzw. 2z,). Sodann gilt, daB die ,,Blattertrennung durch 
Keime“ nur fiir abzahlbar viele Punktepaare der erwihnten Art nachgepriift 
zu werden braucht, wenn diese Punktepaare geeignet gewahlt werden; hierzu 
nimmt man eine beliebige abzihlbare, im unverzweigten Teil von (X, ®) dicht 
liegende Punktmenge, vervollstandigt sie, indem man alle Nicht-Verzweigungs- 
punkte von X mit gleichen Grundpunkten in Y hinzunimmt, und bildet aus 
ihnen alle méglichen (und das sind nur abzahlbar viele) Paare (2,, x;) mit 
a, + x; und ®(x,) = O(x;). Werden dann die Paare (2;, x;) durch Funktionen 
aus F getrennt, so offensichtlich auch jedes beliebig vorgegebene Paar (2,, x2), 
da es sich durch Paare (2;,, x;) approximieren léBt; es folgt auch, daB (X, ®) 
schon Teilgebiet von Hz (X,@) ist, wo F, eine abzihlbare Unterfamilie 
von F ist. 

Wir kénnen uns also auf die Betrachtung einer Folge {/,: ~ = 0,1, .. .} 
holomorpher Funktionen beschranken, die alle Blatter eines Gebietes (X, ®) 
trennen. Durch Multiplikation mit geeigneten komplexen Konstanten a, + 0 

oo 
n=0 
maBig auf jeder kompakten Teilmenge) konvergiert. Die Grenzfunktion der 


kann man stets erreichen, daB die Reihe >’ a in X kompakt (d. h. gleich- 
ip I £ 


1°) Die Theorie der unverzweigten Holomorphiehiillen iiber Zahlenraumen nach 
H. Cartan und P. THULLEN ist seit langem bekannt; siehe etwa [1], [2]. 
1) [2], Exp. VIII, lemme 2. 


e 
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x 


Reihe 5° a,/,, ist dann bekanntlich eine holomorphe Funktion. Ist dies er- 
p=0 
reicht, so kann man fiir beliebige komplexe ¢ mit |t| < 1 neue holomorphe 
x 
Funktionen 3° a,j, bilden. Es gilt nun: 


lu 0 


Hilfssatz 2: Ist (X,®) Teilgebiet der Hiille Diy, (X, ®) und sind komplexe 


Konstanten a,, + 0 so gewihlt, dab 3’ a,f,, in X kompakt konvergiert, dann ist 
M 0 
(X,D) Teilgebiet des Holomorphiegebietes von 3’ 


“ 0 


a,,f,,t", wenn t eine abziihlbare 
Teilmenge des Einheitskreises vermeidet. 


Nach unseren bisherigen Uberlegungen geniigt es zu zeigen: Besitzt ein fin 
verschiedene Keime in den Nicht-Verzweigungspunkten x, und x, mit x, + 2, 
und ®(x,) = ®(zx,), dann besitzt auch F(x, t):= )' a,/,t verschiedene Keime 
in 2, und z, fiir alle ¢ auBerhalb einer héchstens abzihlbaren Punktmenge des 
Einheitskreises. Nun: Man wahit zusammenhaingende Umgebungen U, von 2, 
U, von x, die von ® topologisch auf ein Gebiet G C Y abgebildet werden, und 
Punkte 2f €U,, # € U, mit O(xf) = O(x$) und f,, (xf) + f,, (xt); das ist 
nach dem Identitatssatz méglich. F(x}, t) und F(2¥, t) sind dann verschiedene 
holomorphe Funktionen im Einheitskreis und nehmen deshalb auBerhalb einer 
héchstens abzihlbaren Punktmenge verschiedene Werte an. Vermeidet man 
diese Punktmenge mit t, so gilt: F (xf, t) + F(a2¥, t) und damit: F(z, t) besitzt 
in x, und 2, verschiedene Keime. 

Wir haben oben gesehen, da8 eine Familie A holomorpher Funktionen auf 
dem Gebiet (X, ®), fiir die die kanonische Abbildung in die Holomorphiehiille 
9 g (X, ®) injektiv ist, eine abzihlbare Teilfamilie F, enthalt, so daB schon die 
Abbildung in 9 g, ( X, D) injektiv ist. Diese Aussage oi noch erginzt werden: 
Ist die kanonische Abbildung von (X,@) in 9 g (X, ®) bijektiv (d. h. ein- 
eindeutig-auf), dann gibt es eine abzihlbare Teilfamilie F, von F, so dab 
schon die Abbildung in § g,(X, ®) bijektiv ist. 

Es sei nimlich r ein schlichter Randpunkt von X, y sein Grundpunkt in Y. 
Es gibt eine Folge A, von Funktionen aus F, die in keinem Element einer 
abzihlbaren Basis zusammenhaingender Umgebungen von y holomorph ist, 
da man sonst nach Hilfssatz 1 ein gréBeres Gebiet hatte, in dem F holomorph 
wire. Sei F, eine Teilfamilie von F, die aus Folgen F,, wo r eine dichte 
abzaihlbare Teilmenge der schlichten Randpunkte durchlauft, und aus einer 
Folge F , besteht, die alle Blatter von (X,®) trennt. — Sei (X,,®,) = 9 g(X,®). 
(X,®) ist Teilgebiet von (X,, ,), und X, unterscheidet sich von X augen- 
scheinlich nur um Verzweigungspunkte, d.h. um eine nirgends zerlegende 
Menge. Es ist leicht, abzihlbar viele Funktionen A, ¢ F zu finden, die in 
keinem Punkt von X,—X holomorph sind. Sei (X,, ®,) = Hz, g(X, ®). 
Nach den allgemeinen Eigenschaften der Holomorphiehiillen gibt es eine stetige 
spurpunkttreue Abbildung t von X, in X,, die X identisch abbildet. Daher ist 
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(X,, tT) ein triviales Gebiet, und aus der Wahl von F, folgt: X = X,. Fiir F, 

kann man somit F,\ F, nehmen. — Wie man leicht sieht, gilt sogar: 
Hilfssatz 3: Zu jeder Familie holomorpher Funktionen auf einem Gebiet 

(X, D) gibt es eine abzihlbare Unterfamilie F , mit derselben Holomorphiehiille: 


a 
9 g(X, P) = Hz,(X, MD). 


Nennt man eine Familie A holomorpher Funktionen in einem Randpunkt r 
von (X, ®) singulir ,wenn r sich nicht in § g(X, ®) realisieren laBt, dann ist 
Hilfssatz 3 offenbar gleichbedeutend mit der Aussage: Ist die Familie F in 
einem Randpunkt r singulair, dann gibt es schon eine abzahlbare Unter- 
familie F, von F, die in r singular ist. 


a 


3. Singulire Stellen holomorpher Funktionen 


Ist eine Familie FA holomorpher Funktionen in einem Randpunkt r eines 
Gebietes singular, dann kann man durch geeignete Linearkombination von 
abzahlbar vielen Elementen aus FY mit komplexen Koeffizienten in fast un- 
beschrankter Weise holomorphe Funktionen herstellen, die in r singular sind. 
Hierzu bedient man sich des folgenden Satzes: 

Satz la: Die Funktionenfolge {f,' sei im gleichseitigen Polyzylinder P 
holomorph und lasse sich in keinen gréBeren gleichseitigen Polyzylinder mit 
demselben Mittelpunkt simultan holomorph fortsetzen; ferner sei >» f, in P 


amt 


kompakt konvergent. Dann gilt fiir fast alle Parameter t mit |\t 1: Die in P 


holomorphe Funktion 3’ ft“ lapt sich in keinen gréBeren gleichseitigen Poly- 
la 0 
zylinder mit demselben Mittelpunkt holomorph fortsetzen. 

Mit N sei die Menge derjenigen ¢t aus dem Einheitskreis # der t-Ebene be 

zeichnet, fiir die F(z,t):= 3) f(z) t tiber den ganzen Rand von P fortsetzbar 
a 0 

ist; die Aussage des Satzes geht dann dahin, daB N eine Menge vom absoluten 

harmonischen MaBe Null ist?2). 

F(z,t) ist in P XE als Grenzfunktion einer kompakt konvergierenden 
Folge holomorph. BesiBe N ein positives MaB, dann gabe es nach Satz 4 aus [15] 
von W. RorustTEIN (1949) eine offene Teilmenge E von E und einen P relativ- 
kompakt enthaltenden gleichseitigen Polyzylinder P mit demselben Mittel- 
punkt wie P, so daB F(z, t) in P x EF holomorph ware. Durch einfaches Ver- 
gleichen von Potenzreihenentwicklungen") stellt man fest, daB alle f,, in P 
holomorph sein miiBten. Widerspruch! Also muB N eine Nullmenge sein, und 


nl 


Satz la ist bewiesen. Es sei darauf hingewiesen, daB der Beweis des erwahnten 


12) In diesem Abschnitt abgekiirzt: vom MaBe Null. 
183) Siehe hierzu F. Harrogs [7], p. 28—30. 








Der Durchschnittssatz fiir Holomorphiegebiete 375 


Satzes von W. RoTHSTEIN so weit und so einfach als méglich mit funktionen- 
theoretischen Mitteln™) durchgefiihrt ist und daB jener Satz somit der Ver- 
wendung beim Beweis von Satz la angepaBt erscheint. 

Satz la folgt jedoch schon aus den Arbeiten [11], [12], in denen P. LELone 
in den Jahren 1941 und 1942 die alten Hartogsschen Untersuchungen [7] mit 


Hilfe der modernen Potentialtheorie!) bedeutend weiterfiihrt. Entwickelt man 


namlich F(z, t)in P x Z ineine Potenzreihe 3’ a,  , ,2'...2" & 
Vay eess Mm, fi 
— wir nehmen an, daB der Nullpunkt Mittelpunkt von P ist , dann ist 
D »%,...% a ---e mit b, . := J 4... & die Potenzreihen- 
"1, on is 0 


entwicklung der vom Parameter t abhangigen Funktion F(z, t) in P; h(t): 


lim ) |b...» (| gibt den reziproken Radius des gréBten 
gleichseitigen Polyzylinders um den Nullpunkt des ©" an, in dem F(z, t) noch 
holomorph ist; da F(z, ¢t) jedenfalls im Polyzylinder P mit dem Radius r 
holomorph ist, gilt fiir die reellwertige Funktion h im Einheitskreis 2 :h 
Ah-! stimmt nun, wie eine Anwendung von théoréme II aus [12] besagt, fast 
tiberall in # (d. h. mit Ausnahme einer Nullmenge) mit dem sog. Radius R der 
gleichmaBigen Konvergenz der Potenzreihe fiir F(z, t) itiberein, der in diesem 
Falle identisch r ist, da F(z, t) in keinem Bereich P x E (siehe oben) holomorph 
ist. ,,A(t) : fast tiberall in LE“ ist aber die Behauptung von Satz la. 


Wir wollen anfiihren, wie Satz 1a mittels des Hartogsschen Hauptsatzes [8], 
p. 13ff., auf Satze iiber subharmonische Funktionen zuriickgefiihrt werden 
; P , l ma ‘ 
kann: Ist A in t, nach oben halbstetig, dann gilt: h(t.) y Wir machen die 
l F = , : 
Annahme: h(t,) - . Da h in t, nach oben halbstetig ist, gibt es ein e > 0 und 
7 
, . > : , . 7 os l : 
eine Umgebung £ von ¢, in EH, so daB fiir alle t € £ gilt: h(t) - . Nach 
+ € 
dem Hartogsschen Hauptsatz ist dann F(z, t) in P x E holomorph fortsetzbar ; 
P mit dem Radius r + e. Dies ist in unserem Fall nicht méglich (siehe oben)! 
, ] . = , a ; 
Daher gilt: h(t,) ~ : — Es geniigt also zu zeigen, daB h in jedem relativ- 
kompakten Teilgebiet Z, von £ fast iiberall nach oben halbstetig ist. Und nun 
kann Gebrauch davon gemacht werden, daB A in H£, der limes superior einer 
Folge {h,: x = 1, 2, . . .} (stetiger) subharmonischer™*) Funktionen ist (nimlich 


der Wurzeln aus den Betragen der in E holomorphen Funktionen 6, __,, (¢)), 


14) Ohne Verwendung des sog. Hartogsschen Hauptsatzes [7], p. 13 ff. 

45) Siehe hier z. B. H. Cartan: Sur les suites de potentiels de masses ponctuelles. 
C. r. Acad. Sci. (Paris) 214, 994—996 (1942). 

16) Zu den hier verwendeten Eigenschaften der subharmonischen Funktionen siehe 
T. Rano [14]. 

Math. Ann. 142 26 
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die auf Z, nach oben beschrankt ist, wie aus der kompakten Konvergenz der 
Potenzreihenentwicklung von F(z, t) in P x E sofort zu ersehen ist’). 

Es sei erwahnt, daB es bei den Anwendungen von Satz la in Abschnitt 4 
nur darauf ankommt zu wissen, daB abzahlbar viele Nullmengen den Einheits- 
kreis nicht ausfiillen; daher geniigt es fiir das folgende oft, fiir die erwahnte 
Menge N die schwiachere Eigenschaft nachzuweisen, vom Lebesgueschen MaBe 
Null zu sein. Dies 148t sich nach einer Anregung von T. Rap6 in seinem 
Bericht [14] (1937, Abschnitt 3.37, p. 22) wie folgt leicht bewerkstelligen. 
Es geniigt zu zeigen (s. 0.), daB Ah in E, fast tiberall nach oben halbstetig ist. 
h laBt sich darstellen als Limes einer absteigenden Folge von Funktionen g,, 
ike ee die Grenzfunktionen aufsteigender Folgen stetiger subharmoni- 
scher Funktionen sind, da ein endliches supremum stetiger subharmonischer 
Funktionen eine ebensolche Funktion ist. Es bleibt zu zeigen, daB eine Funk- 
tion g, der angegebenen Art fast iiberall in Z, nach oben halbstetig ist. g,. ist 
beschrinkt in Z, und meBbar als supremum meBbarer Funktionen, also ins- 
gesamt summierbar. Dies gibt die Méglichkeit, die Lebesgueschen Satze der 
Integrationstheorie anzuwenden, und man erhalt ohne groBe Schwierigkeiten'’), 
daB g, fast iiberall in Z, mit einer dort nach oben halbstetigen (sogar sub- 
harmonischen) Funktion gf tibereinstimmt. Da die g, approximierenden Funk- 
tionen stetig und fast tiberall nicht gréBer als gf sind, sind sie in ganz HE, nicht 
gréBer als gf; das bedeutet aber: g, < gf. Also ist die Funktion g, sicher in 
allen Punkten nach oben halbstetig, in denen sie mit gf tibereinstimmt: fast 
iiberall in Z,. Und das war noch zu zeigen. 

Satz la gestattet sofort die Verallgemeinerung: 

Satz lb: Es seien G ein zusammenhiingender normaler komplexer Rawm mit 
abzihlbarer Basis, G' ein echtes Teilgebiet von G und {f,,} eine Folge in G’ holo- 


morpher Funktionen, die in keinem G’ echt umfassenden Teilgebiet von G holo- 


morph ist und deren Reihe >> jf, in G’ kompakt konvergiert. Dann gilt fiir fast 


n=0 


alle Parameter t mit \t}< 1: Die in G' holomorphe Funktion 3° ft" ist nicht 
7 0 
nach G holomorph fortsetzbar. 

Beweis: Sei A die mindestens 2-codimensionale analytische Menge der 
nicht-uniformisierbaren Punkte von G. Da A nirgends zerlegt, sind G— A und 
?’ — A Teilgebiete von G. Es gilt: G-— A + G’ — A, da sonst alle f,, nach dem 
Riemannschen Hebbarkeitssatz nach G holomorph fortsetzbar waren. Also 
gibt es einen Randpunkt y, von G’ in G, der Mannigfaltigkeitspunkt ist. Sei 
U eine Umgebung von yp, die ein lokales Koordinatensystem darstellt. Dann 
findet man in geniigender Nahe von y, einen Punkt y, ¢ G’, der Randpunkt 
eines gleichseitigen Polyzylinders P< G’ beziiglich des ausgewahlten Ko- 
ordinatensystems ist, der noch ganz im Innern von U liegt. Nach Satz 1a ist 

17) Dies ist von unwesentlichen Anderungen abgesehen das gewohnliche Ver- 


fahren, das auch von P. Letone benutzt wird. 
8) Nach Untersuchungen von E. SzprLraJgn (1935); siehe [14], Abschnitt 3.31, p. 20. 
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dann >’ jt“ fiir fast alle ¢ nicht in G’ U U, also erst recht nicht in G holomorph. 
q. e. d. 

Satz 1b gestattet nun eine Verallgemeinerung auf nicht-schlichte Gebiete 
iiber normalen komplexen Raéumen Y mit abzihlbarer Basis. Es sei bemerkt, 
daB der nachfolgende Satz in sinngeméiB abgewandelter Form auch fiir un- 
verzweigte Gebiete und Hiillen gilt; der Beweis ist in diesem Falle sogar um 


einiges einfacher, wie man sehen wird. 
Ss e: as Gebiet (X, liber Y stimme mit seiner Holomorphiehiille 
Satz 1 Das Gebiet (X, D) iil Y st t Hol phiehiill 


Hg(X,) iiberein, F = {f,:u4=0,1,...}, wo Sf, kompakt in X kon- 
uu 0 


vergiert. Dann gilt fiir fast alle Parameter t mit |t| <1: Die in X definierte 


Funktion 3° },,t" hat (X,®) zum Holomorphiegebiet. 


fe 0 


Beweis: Durch Betrachtung von schlichten Randpunkten wollen wir zu- 


nichst zeigen, daB F(x,t):= 3’ f,(x)t", wenn t eine gewisse Nullmenge *N 
“ 0 

im Einheitskreis vermeidet, nicht unverzweigt tiber (X, ®) hinaus fortgesetzt 
werden kann. Sei "N eine abzahlbare dichte Punktmenge in der Menge der 
schlichten Randpunkte von (X,@®). Zu r €°R wahlen wir eine abzahlbare 
Umgebungsbasis {,G,: » = 1, 2,...} des Berithrpunktes von ®(r) aus, deren 
Elemente wir gleich so klein annehmen kénnen, dab @ auf den zu r geh6renden 
Zusammenhangskomponenten ,U, von ®-1(,G,) eineindeutig ist. Holomorphe 
Funktionen in ,U, kénnen dann auf natiirliche Weise als holomorphe Funk- 
tionen im echten Teilgebiet ®(,U,) von ,G, aufgefaBt werden. FY kann in 
keinem ®(,U,) echt umfassenden Teilgebiet V von ,G, holomorph sein, da man 
(X, ®) sonst gemaB Hilfssatz 1 mit V zu einem (X,@) echt umfassenden 
Gebiet iiber Y verheften kénnte, in dem F noch holomorph ware — was aber 
der Voraussetzung (X,®)= 9 g(X,®) widerspriche. Sodann gilt nach 
Satz 1b bei AusschluB einer gewissen Nullmenge “JN, fiir den Parameter ft: 
F (x, t) ist in ®(,U,), aber nicht in ,G, holomorph. Wir finden nun eine geeignete 
Nullmenge ¢N fiir unsere Behauptung, indem wir eine abzéhlbare Punktmenge 
in {|¢ 1} nach Hilfssatz 1 mit den 4N,, r €*R, vy = 1, 2 vereinigen. 


Betrachten wir F(x, t) fiir einen Parameter t ¢¢N! (X, ®) ist dann Teil- 
gebiet des Holomorphiegebietes (X, d) von F (x, t). — Machen wir die Annahme, 
es gibe einen Nicht-Verzweigungspunkt %, in X, der nicht zu X gehdrt! 
Da die Verzweigungspunkte von X nirgends zerlegen, muB es dann einen 
Randpunkt #, von X in X geben, der kein Verzweigungspunkt ist. In einer 
geniigend kleinen Umgebung von #, gibt es einen Weg, der von einem Punkt 
aus X nach #, lauft. Der erste Punkt #, auf diesem Weg, der nicht mehr zu X 
gehért, ist die Realisierung [r,] eines Randpunktes r, von (X,®), wie man 
leicht sieht. Da r, schlicht ist, kann ry, durch Elemente aus *® approximiert 
werden. Wie wir in Abschnitt 1 sahen, liegt dann ein Punkt [r], r € *R, in einer 
geniigend kleinen Umgebung U von [r,] = #3. Es gibt weiter eine Umgebung 


26* 
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,G, des Beriihrpunktes von @(r), die in b(0) liegt; F(x, t) ist in dieser Um- 
gebung ,G, holomorph. Damit erhalten wir einen Widerspruch zu der Vorgabe 
von t: t ¢ SN,. 

Nun hat man sich noch zu vergewissern, daB sich eventuell auf dem Rande 
auftretende Verzweigungspunkte ausschlieBen lassen. Dabei kommen nach dem 
bereits Bewiesenen nur noch diinn liegende Randpunkte in Betracht. Sei °R 
eine abzihlbare, dichte Teilmenge der Menge aller diinn liegenden Randpunkte 
von (X, ®). Betrachten wir ein r € °R! r realisiert sich in einem Obergebiet 
(*X,*®D) von (X, ®); *x = [r] bekommt dabei eine Umgebung *U,, deren 
Punkte bis auf Verzweigungspunkte in X liegen. Wir legen nun eine Um- 
gebungsbasis {,G,: » = 1, 2,...} aus zusammenhaingenden Umgebungen von 
*@D(*x) fest und zwar so, daB alle Komponenten *U, von *®-1(,G,), die Um- 
gebungen von *z sind, in *U, enthalten sind und Uberlagerungen von ,G, 
darstellen. Die Funktionen /, aus F lassen sich nicht alle holomorph nach *U, 
fortsetzen, da sonst die Bedingung (X, ®) 9 g(X, P) nicht erfillt ware; 
somit gibt es nach Satz 1b eine Nullmenge °N,, so daB F (x, t) fiir t ¢ ,N, nicht 
in *U, holomorph ist. Jetzt nennen wir °N die Vereinigung der °N,, r € °®, 
y=1,2,..., und setzen N :=*NwuU N. 

Es gilt nun: (X, ®) ist Holomorphiegebiet der Funktion F(x, t), wenn der 
Parameter ¢t die Nullmenge N vermeidet. Nach dem bisher Bewiesenen gilt 
wegen t¢¢N: (X,@) ist Teilgebiet des Holomorphiegebietes (X, 5) von 
F (x, t). X unterscheidet sich weiter von X héchstens um Verzweigungspunkte, 
das sind Realisierungen von diinn liegenden Randpunkten. Gibt es also tiber- 
haupt einen Randpunkt von X in X, dann auch (siehe Abschnitt 1) Realisie- 
rungen von Punkten aus °R. Sei # = [r], # € X, r € *R. Dann gibt es eine zu- 
sammenhangende Umgebung 0 von #, so daB (0, ) eine Uberlagerung einer 
Umgebung ,G, von @(#) = @([r]) ist und 0 1X und *U, 0X aquivalente 


Gebiete tiber ,G, sind; nimmt man noch die Punkte aus U und *U, heraus, die 
iiber einer gemeinsamen Ausnahmemenge der Uberlagerungen (0, ®) und 
(*U,,*®) von ,G, liegen, so erhalt man Aquivalente unverzweigte Uber- 
lagerungen eines Teilgebietes von ,G,. Diese Aquivalenz la8t sich nun auf ein- 
deutige und natiirliche Weise 1%) zu einer Aquivalenz von (O, db) und (*U,, *) 
fortsetzen. Eine solche Aquivalenz ist aber eine biholomorphe Abbildung! 
Daher kann wegen t ¢ °N, die Funktion F (x, t) auch nicht in 0 holomorph sein. 
Damit haben wir einen Widerspruch zur Annahme X + X gefunden, und 
(X, ®) ist als Holomorphiegebiet von F(x, t) erwiesen, wenn t die angegebene 
Nullmenge N vermeidet. 

Korollar: {/,} sei im Randpunkt r von (X,®) singuldr, und 3’ f,, kon- 

la 0 


vergiere kompakt in X. Dann gilt fiir fast alle Parameter t mit \t} < 1: Die in X 


holomorphe Funktion 3° f,,t" ist in r singulér. 
p=0O0 


1%) [20], Hilfssatz 2. 
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4. Folgerungen fiir unverzweigte und verzweigte Gebiete 


a) Holomorphiegebiete. Wir fiihren im folgenden eine Reihe von Satzen an, 
die einige bekannte Satze aus der klassischen Theorie der unverzweigten Holo- 


morphiehillen tiber Zahlenraumen €" — siehe etwa H. Bennxe u. P. Tuvt- 
LEN [1], Kap. 6, und H. Cartan [2] — verallgemeinern: Die nachfolgenden 


Satze beziehen sich auf Gebiete tiber einem normalen komplexen Raum Y mit 
abzihlbarer Basis der Topologie. Sie werden fiir verzweigte Gebiete und 
Hiillen ausgeprochen und bewiesen, gelten aber in sinngemaé8B abgeanderter 
Form auch fiir unverzweigte Gebiete und Hiillen und lassen sich in derselben 
Weise beweisen. 

Satz 2: Es set F ein beziiglich der kompakten Konvergenz abgeschlossener 
Vektorraum holomorpher Funktionen auf dem Gebiet (X,®). Dann ist 9 g(X, P) 
das Holomorphiegebiet einer Funktion f € F. 

Beweis: Nach Hilfssatz 3 stimmt die Hille zu FA mit der Hiille zu einer 
Folge {f,,} © F tiberein. Die Hiille bleibt offenbar dieselbe, wenn jedes f,, mit 


einer Konstanten a, +0 so multipliziert wird, daB » a 
p=0 
kompakt konvergiert. Nach Satz le gibt es nun ein ¢ mit |f 1, so daB 


x 


> 4,f,t die Hille gerade zum Holomorphiegebiet hat. Da die Reihen- 
0 


f, in der Hiille 


ply 


P 
darstellung erst recht in X kompakt konvergiert, gehért die Funktion offenbar 
zu F. Damit ist alles gezeigt. 

Korollar: Jede Holomorphiehiille ist ein Holomorphiegebiet. 

In Worten: Die Hiille eines Ausgangsgebietes beziiglich einer Familie 
holomorpher Funktionen ist das Holomorphiegebiet einer holomorphen 
Funktion des Ausgangsgebietes. Die Hiille eines Ausgangsgebietes beziiglich 
aller holomorphen Funktionen ist das kleinste dieses Gebiet umfassende 
Holomorphiegebiet. Diese Uberlegungen kann man nach der geometrischen 
Weise, in der man sich die Hiille beziiglich der Familie A holomorpher Funk- 
tionen als verallgemeinerten Durchschnitt der Holomorphiegebiete der g € F 
konstruiert, auch in die folgende Form bringen: 

Durchsehnittssatz: Der Durchschnitt von Holomorphiegebieten ist ein 
Holomor phiegebiet. 

b) Meromorphiegebiete. Analog wie bei den holomorphen Funktionen 
definiert man auch bei meromorphen Funktionen unverzweigte und ver- 
zweigte Meromorphiegebiete. Es ist ein bekanntes Resultat, dab ein unver- 
zweigtes Gebiet iiber dem €" genau dann ein unverzweigtes Holomorphie- 
gebiet ist, wenn es ein unverzweigtes Meromorphiegebiet ist. Wahrend es 
dabei sehr tiefliegend ist zu zeigen, daB ein unverzweigtes Meromorphiegebiet 
iiber dem €* ein unverzweigtes Holomorphiegebiet ist (mit Satzen von K. Oka, 
siehe Abschnitt 5), kann man die umgekehrte Aussage verhaltnismaBig leicht 
einsehen?°). Die Beweisanordnung von H. Cartan hat dazu angeregt, einen 
Beweis unter allgemeineren Umstanden zu finden. Die prinzipielle Einfachheit 


2°) Unter Benutzung von H. Cartan [2], Exp. VIII, th. 5 und cor. du th. 1, 
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der (globalen!) Aussage zeigt sich — wie beim Durchschnittssatz darin, 
daB man jeden normalen komplexen Raum Y mit abzihlbarer Basis als Grund- 
raum der betrachteten Gebiete zulassen kann. Der nachfolgende Satz ist fiir 
verzweigte Gebiete ausgesprochen, gilt aber m.m. auch fiir unverzweigte 
Gebiete. 

Satz 3: Das Gebiet (X,) iiber Y stimme mit seiner Holomorphiehiill 
beziiglich einer Algebra F holomorpher Funktionen iiberein, die abgeschlossen 
set in bezug auf kompakte Konvergenz in X. Dann ist (X,®) Holomorphie- 
gebiet und zugleich Meromorphiegebiet einer Funktion f aus F. 

Dieser Satz 14Bt sich als Verallgemeinerung eines Satzes von H. CarTAn 
iiber unverzweigte Gebiete tiber dem €" ansehen”). 

Ein Holomorphiegebiet stimmt mit seiner Holomorphiehiille beziiglich der 
abgeschlossenen Algebra aller holomorphen Funktionen iiberein; daher hat 
Satz 3 das unmittelbare 

Korollar: Jedes Holomorphiegebiet iiber Y ist ein Meromorphiegebiet. 

Beweis von Satz 3: Wir betrachten solche Randpunkte des Gebietes (X, ®), 
gegen die sich X beziiglich A holomorph-konvex verhalt, weil man leicht 
solche Funktionen erzeugen kann, die in diesen Randpunkten wesentlich 
singular werden. Sei R eine abzihibare und dichte Teilmenge der Menge der- 
jenigen Randpunkte r von (X, ®), bei denen kein U ¢€r in der ¥A-konvexen 
Hiille KF irgendeiner kompakten Teilmenge K von X enthalten ist”). 

Dann konstruiert man sich zunachst eine Hilfsfunktion g wie folgt: Sei 
{Ww 
W,,< W,,,,). Von jedem Filter r €R nimmt man eine abzahlbare Basis; man 


} eine Aussch6pfung von X mit relativ-kompakten offenen Mengen (wobei 


ps 


erhalt dabei abzihlbar viele Mengen, die sodann durch Wiederholungen so 
angeordnet werden kénnen, daB jede der Mengen unendlich oft in der neuen 


Folge vorkommt; diese Folge sei mit {U,,} bezeichnet. Es gibt in U,, einen 


Punkt x,, der nicht in WF enthalten ist, und deshalb eine Funktion /,, in der 


Algebra FA mit |f, 2-" auf W, und f,(z,)=1. Dann konvergiert 


IT (1—{f,)“ kompakt in X und stellt eine holomorphe Funktion g + 0 aus 
n=0 

der abgeschlossenen Algebra F dar, die in jedem U € r, sobald r € R, Nullstellen 
unbeschrankter Ordnung hat. 

Diese Eigenschaft von g erlaubt die folgende Aussage: Ist (X,@®) das 
Holomorphiegebiet einer Funktion f €.4A%, die durch g teilbar ist, dann ist 
(X, ®) auch Meromorphiegebiet von /. — DaB f durch g teilbar ist, bedeutet: 
Es gibt eine holomorphe Funktion A in X mit f = g- h; also hat / ebenfalls in 


1) [2], Exp. VIII, th. 5: Soit F wne algébre de fonctions holomorphes dans E, fermée 
pour la convergence uniforme sur tout compact de E. Si (E, p) est faiblement F-convex 
(woraus folgt, daB (Z, m) mit seiner Hiille beziiglich F iibereinstimmt), il existe une f € F 
telle que (E, p) soit exactement le domaine d@holomorphie de f, et méme le domaine de méro- 


morphie de f. 
2) KF ist erklart als [|] K,, wo f die Funktionen aus F durchlauft und K, die Menge 
{a:|f(x)| < sup |f(y)} bezeichnet. Besteht F aus allen holomorphen Funktionen von X, 
yc kK 


dann wird KF durch K abgekiirzt und heiBt holomorph-konvexe Hiille von K. 
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jedem U €r, sobald r €N, Nullstellen unbeschriankter Ordnung. Sei (X’, ®’) 
das (X, ®) als Teilgebiet enthaltende Meromorphiegebiet von /; zu X kommen 
héchstens die Polstellenflichen von f hinzu. Ist daher f echt meromorph in X’, 
dann gibt es einen Randpunkt 2’ von X in X’, der einen Randpunkt ry, von 
(X, ®) realisiert, wobei kein U € r, in einem K¥, K kompakt in X, enthalten 
ist. Man kann eine relativ-kompakte Umgebung U’ von 2’ in X’ vorgeben und 
findet in ihr (siehe Abschnitt 1) einen realisierten Randpunkt [r], wobei r €X. 
Das bedeutet aber, daB f in U’ Nullstellen beliebig hoher Ordnung hat, was 
einer meromorphen Funktion lokal nicht méglich ist. Zu diesem Widerspruch 
fiihrt die Annahme, daB f in X’ echt meromorph ist. Also ist f in X’ holomorph, 
und das bedeutet (X, ®) = (X’, M’). q. e. d. 


Somit geniigt es, das Folgende zu zeigen: (X,@) ist Holomorphiegebiet 
eines f €.F, das durch g teilbar ist. Indem man die Funktionen von F mit g 
multipliziert, erhalt man einen Vektorraum F, C F holomorpher Funktionen 
auf X, und dieser Vektorraum ist abgeschlossen, da F abgeschlossen ist und da 
jede Grenzfunktion einer Folge durch ein g + 0 teilbarer holomorpher Funk- 
tionen wieder durch g teilbar ist®*). Nach Satz 2 ist die Holomorphiehiille 
(X, d) von (X, D) beziiglich F , Holomorphiegebiet eines f € 7, ¢ A. Daher 
geniigt es zu zeigen, daB (X, ®) mit (X, &) iibereinstimmt. Dies ist gerade die 
Aussage des folgenden Hilfssatzes: 

Hilfssatz 4: Es seien F eine in bezug auf Multiplikation abgeschlossene 
Familie holomorpher Funktionen auf dem Gebiet (X,) iiber Y und g = 0 eine 
Funktion aus F. Dann sind die Holomorphiehiillen von (X, D) beziiglich F und 
g °F gleich. 

Beweis: Wir kénnen gleich (X,®)= $g(X,®) annehmen. Offenbar 
lassen sich die Blatter von (X,@®) auch durch die Keime der Funktionen aus 
g:F trennen; daher ist (X, ®) Teilgebiet von (X, d) 9,.¢(X,). Sei N 
f- g? 


g 
das Nullstellengebilde von g? in X. An der Darstellung / sieht man, 
daB jede Funktion f €F meromorph nach X fortsetzbar ist. Die Polstellen- 
flachen von / kénnen nur auf N, liegen; es gilt: X — N, ¢ X. Ware ein f €F 
echt meromorph, dann gabe es eine geniigend hohe Potenz /”, so daB f™: g? 
nicht mehr holomorph in X ware. Widerspruch! Daher sind alle f €¢.F in X 
holomorph. Das besagt aber: X = X. q. e. d. 

Nennt man eine holomorphe Funktion f in einem Randpunkt r eines Ge- 
bietes wesentlich singulér, wenn r keine Realisierung im Meromorphiegebiet 
von f besitzt, dann erhalt man aus Satz 3 unmittelbar Aussagen folgender Art: 
Gibt es eine Familie holomorpher Funktionen, die in einem Randpunkt r 
eines Gebietes (X, ®) singular ist, dann gibt es eine holomorphe Funktion auf 
(X, ®), die in r wesentlich singular ist. 


*3) Zur genaueren Begriindung siehe [19], p. 44, und die dort angegebene Literatur 
(H. GRAUVERT). 
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5. Vertriglichkeit bei der Bildung 
unverzweigter und verzweigter Holomorphiehiillen 


Ist Y ein normaler komplexer Raum, dann hat man einen Hiillenoperator 9, 
der jedem Gebiet (X, ®) iiber Y seine verzweigte Holomorphiehiille § (X, ®) — 
zur Familie aller holomorphen Funktionen auf X — zuordnet, und einen 
Hiillenoperator H, der nur jedem unverzweigten Gebiet (X,@) iiber Y eine 
Holomorphiehiille zuordnet, und zwar die unverzweigte Hiille H(X, ®) 
ebenfalls zur Familie aller holomorphen Funktionen auf X. Man fragt sich, 
iiber welchen Raumen Y eine Vertraglichkeit zwischen den beiden Hiillen- 
operatoren in dem Sinne statthat, daB der Operator 9, nur auf unverzweigte 
Gebiete tiber Y angewendet, mit dem Operator H iibereinstimmt, sich also als 
sinnvolle Erweiterung des klassischen Operators erweist. Hier gilt nun: 

Satz 4: Fiir jedes unverzweigte Gebiet iiber einer Steinschen Mannigfaltigkeit Y 
gilt™): 

§(X, OD) = H(X,). 


Erinnern wir daran, daB eine Steinsche Mannigfaltigkeit als holomorph 
vollstandige Mannigfaltigkeit definiert ist?5). Dabei ist ein komplexer Raum Y 
mit abzaihlbar vielen Zusammenhangskomponenten holomorph voilstandig, 
wenn er sich tiber einem (€" konkretisieren 148t und wenn er holomorph- 
konvex ist (d.h. wenn K zu jeder kompakten Teilmenge K von X kompakt 
ist; siehe FuBnote 22). 

Beweis zu Satz 8: Wir bezeichnen H(X, ®) mit (X, 6). Nach dem Korollar 
zu Satz 2 ist (X, 6) ein unverzweigtes Holomorphiegebiet iiber Y. Es geniigt 
nun von X zu wissen, daB X holomorph-konvex ist; denn in diesem Falle 
kann man so weiterschlieBen: Die Holomorphie-Konvexitét von X bedeutet 
bekanntlich, daB es zu jeder diskreten Punktfolge {x 
Funktion in X gibt, deren Betrag auf {x,} unbeschrankt ist. Deshalb kann es 
keine echten Randpunkte von (X, @) im Obergebiet §(X, ®) geben, in deren 
Umgebung ja alle holomorphen Funktionen von X beschrankt sein miiBten. 
Also hat man H(X, ®) = 9(X, ®). 

Nach einem Satz von F. Docqurer und H. Gravert”*) ist aber ein un- 
verzweigtes Holomorphiegebiet tiber einer Steinschen Mannigfaltigkeit holo- 
morph-konvex. Damit ist Satz 4 bewiesen. 


"ha . 
,+ aus X eine holomorphe 


Im Falle unverzweigter Gebiete iiber einem Zahlenraum Y = C* gibt es 
einen einfacheren Beweis fiir Satz 4. Zu (X, 6) = H(X, ©) kénnen jain §(X,®) 
héchstens Verzweigungspunkte hinzukommen. In jeder Umgebung U* eines 
Randpunktes x* von X in §(X,®) liegen nun sog. maximale Polyzylinder, 
die nicht in holomorph-konvexen Hiillen K, K kompakt in X, enthalten sind2’); 
d.h. X verhalt sich gegen x* fast-holomorph-konvex. Das bedeutet aber 


*4) Siehe [16], 3.3, fir Y = C". 

*) Zur Definition und zu den Eigenschaften holomorph vollstandiger Raume siehe 
H. GRaverRT [4]. 

6) Siehe [4], Satz 10, Verallgemeinerung eines bekannten Theorems von K. Oxa [13]. 

*7) Siehe H. Cartan [2], Exp. VIII, th. 2. 
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wieder, daB die holomorphen Funktionen von X gegen 2x* nicht beschrankt 
sind, daB also keine Verzweigungspunkte x* mehr zu X hinzukommen kénnen: 
H(X, D) = 9(X, ®). 

Es seien noch einige Folgerungen aus Satz 4° und den vorhergehenden 
Satzen gezogen, die sich unmittelbar ergeben: Jedes unverzweigte Holo- 
morphiegebiet iiber einer Steinschen Mannigfaltigkeit ist ein verzweigtes 
Holomorphiegebiet und auch ein verzweigtes Meromorphiegebiet. Dasselbe 
gilt fiir unverzweigte Meromorphiegebiete, da diese nach dem Theorem von 
Oxa-DocqgureR-GRAUERT (Lésung des Levischen Problems) unverzweigte 
Holomorphiegebiete sind. 

An einem in vielfacher Hinsicht bekannten Beispiel soll gezeigt werden, 
daB Satz 4 und alle daraus gezogenen Folgerungen falsch sind, wenn fiir den 
Grundraum der Gebiete holomorph vollstaindige Raéume zugelassen werden, 
die Singularitaten besitzen. Die analytische Menge {w* — z,z, = 0} im C* mit 
der induzierten komplexen Struktur ist bekanntlich ein holomorph voll- 
standiger Raum Y. Durch die holomorphe Abbildung 


w=t:t, 
a= 
la=-4 


wird, wie man sofort durch Rechnung bestatigt, der C? der Veranderlichen ¢,, t 


QD: 


zweiblattrig dem Raum Y iiberlagert. Der einzige Verzweigungspunkt p 
dieser Uberlagerung liegt tiber dem Nullpunkt in Y. Da der €? holomorph 
separabel ist, da sich ferner alle holomorphen Funktionen von X := C? — {p} 
nach (? fortsetzen lassen und da p offenbar der einzige Randpunkt ist, den 
(X, ®) haben kann, gilt: (X, ®) = H(X, B) + H(X, D) = (C*, P). 

Nach dem Beweis von Satz 4 kann dies nur dadurch zustande kommen, 
daB (X,@®) ein nicht-holomorph-konvexes unverzweigtes Holomorphiegebiet 
ist; und dies ist in der Tat der Fall. 

Es sei noch erwahnt, daB fiir den Fall der Dimension n = 3 holomorph voll- 
stindige Raiume bekannt sind, in denen es sogar schlichte unverzweigte und 
verzweigte Holomorphiegebiete gibt, die nicht holomorph-konvex sind. Nimmt 
man naémlich aus einem zusammenhangenden holomorph vollstandigen 
Raum Y der Dimension n = 3 eine rein-1-codimensionale analytische Menge A 
heraus, so braucht das schlichte Restgebiet Y— A nicht holomorph-konvex 
zu sein?®); in [19] wurde gezeigt, daB stets geniigend viele holomorphe Funk- 
tionen in Y —A existieren, um Y —A als verzweigtes Holomorphiegebiet 
in Y zu erweisen; auf diese Weise bekommt man Beispiele fiir die genannte 
Behauptung. 
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Zur analytischen Theorie hyperbolischer Raumformen 
und Bewegungsgruppen. Il 
Von 


Heinz Huser in Basel 


1. Problem und Ergebnisse 


1.1. Diese Arbeit ist eine Fortsetzung der im Band 138 der Math. Annalen 
veroffentlichten Abhandlung [1]; fiir das Verstandnis der vorliegenden Arbeit 
ist die Lektiire des einleitenden Abschnittes von [1] hinreichend. 

1.2. Es sei & eine orientierbare und geschlossene Riemannsche Mannig- 
faltigkeit der Dimension 2 mit konstanter Kriimmung —1. In [1] untersuchten 
wir insbesondere die Anzahl x(t) der primitiven Wegklassen') { der Lange 
u(B) s t auf F und die Funktion 
(1) y(t) > p(®)/r(W). 

0< n(W) st 
(Zu summieren ist tiber alle von der Nullklasse verschiedenen Wegklassen I 
der Lange u(%) < t auf F; v(W) ist die Vielfachheit*) der Klasse W.) Es 
konnte gezeigt werden’): 
a(t)~ejt, plii)~e, t= 0. 
Diese asymptotischen Aussagen sollen nun prazisiert werden. Das wird auf 
Grund des folgenden Hauptergebnisses gelingen: 
Satz I: Es sei 


. W) 1 
2 Q(t 5 A (8; ey 
(2) (t) oe Mey <p 1D) { Sin 5 u(B®)) 
t t 
(3) Q(t) = f Q(r)dr, 2,(t) = f Q(t) dt 


Dann gilt fiir t => 0: 


Q,(t) = 32 Sin £44 SY m(A) (1/4—A)-8? Sin((1/4 — A)¥*2) 
- 0<A< 1/4 
(4) 9 : ‘ 
g m(I 4)#@+ ct+ 8(g 1) | log Ctg r dr— Bit). 
0 

Dabei ist: 

m(A) das in [1] 1.4 definierte Eigenwertspektrum von F, 

c eine Konstante, deren Wert im folgenden unwichtig ist, 

1) Vgl. [1], 1.1. 


*) Vgl. [1], 1.1. 
3) [1], 1.12 (30) und Satz 9. 
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g das Geschlecht von &, 


(5) B(t)=4 DS m(A) (A— 1/4)-9? sin((A — 1/4)"?2) . 
a>1/4 
Diese Reihe besitzt die konvergente Majorante 4 3>* m(A) (A— 1/4)-**; daher 
A>1/4 


stellt B(t) eine stetige und beschrinkte Funktion dar. 

Satz I zeigt sehr deutlich, daB das asymptotische Verhalten von {2,(t) von 
den ,,kleinen‘‘ Eigenwerten 4 < 1/4 bestimmt wird. Der Beweis von Satz I 
stiitzt sich wesentlich auf den Satz 6 in [1]; der Inhalt von Satz 6 wird deshalb 
im Abschnitt 2 der vorliegenden Arbeit in einer fiir die weiteren Unter- 
suchungen zweckmaBigen Form nochmals ausgesprochen. 

Aus Satz I schlieBen wir zunachst 

Satz Il: Fiir t+ + © gilt 

Q,(t) = 8e!2+ 2 DS mA) (1/4—A)-te/4-H' t+ O(etls) , 
0< A< 2/9 

Q(t) = 4e2#+2 SY mA) (1/4— A) Veel4-Mt + Ofetl3) . 
0< A< 5/36 

Daraus ergibt sich dann leicht 

Satz III: Hs sei a, = 1/2 + (1/4— A)", also 1 > a, > 5/6 fiir 0 < A < 5/36. 
Dann gilt fiir t>+« 

p(t) = et 4 > = m(A) azte™"?+ O(e5#/6) . 
0< A< 5/36 

Das asymptotische Verhalten von z(t) kann am besten mit Hilfe des 

Integrallogarithmus 


i—e zr 
Li(x) = lim f oe r J de | pee LO vs } 
, log u log u Pe (log x)* (log x)"*? 


e—0 
0 1 é 


beschrieben werden. Wir werden aus Satz III folgern: 
Satz IV: Fiir t > + ~ gilt 


a(t) = Li(et) Ph m(A) Li(e*4*) + O(e5*/6/t) . 
0< A< 5/36 
Satz IV enthalt natiirlich insbesondere die schwachere Aussage 
n 


u(t) ele+ > (k 1)! et/t* O(et/in +1) . 


— 


k=2 


2. Rekapitulation von Ergebnissen aus [1] 
2.1. Wir betrachten die Dirichlet-Reihe 


l 


2 


y’ pu (B) 


*(s si C ae s~*u4(B 
(1) D* (s) o~> (BD) ( Sin pu (2) ) Cos~ *u (2B) . 


Zwischen ihr und der in [1] 1.9 eingefiihrten Reihe Dz(s) besteht folgender 
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Zusammenhang : 


(2) D*(s) = 2 Dg (s+). 


Da Dz(s) nach [1] Satz 5 in der Halbebene o = Re s > 1 absolut konvergiert, 
so konvergiert D*(s) absolut fiir o > 1/2; daher gilt fiir jedes e > 0 


y u (B®) 


n (t) je 
, 0O< w(DB)at v(W) 


(Sin 5 4(%))~* (Cos u(@B))-"2-* =O(1), t+ +00. 


Nach 1.2 (2) ist 


t 
Q(t) f (Cost)? +¢ d n(T) y(t) (Cost)¥2+* 
0 
t 
(1/2 + e) { (Cost)*-*? Sint y(t) dt < n(t) (Cost)2+*, 
0 
und somit 
(3) (2 (t), £2, (t), £2, (t) = O(e@/2+9F) , t+ +0. 
2.2. Wir setzen 
+f l . 
(4) y(s) = 4/2 Vx gG—1)T(s 4 >) /Te) 
‘ . ja(1/4 A? fir OS AZ 1/4 
(i H= H(A i ‘ 
”" pi \(A—1/4)"2 fir A> 1/4 
(6) (3, )= 27 (5+i5)0($—-i5)/TH. Azo. 


Dann ist insbesondere 
,_(8 l al l 1 
O(s,0) = 2 (5 -G)T (5+ <)/Te). 


Nach der Legendreschen Duplikationsformel ist 


’ l ecxan ri ® LA awfe l 

ya I'\s x) 7 “ris zp P'ts +z}. 
Somit folgt 
- @D : 0 9 9 r ‘ l r r > ris ; }) 2 
(“) (s, 0) = 2/2 Ya P'(s—9)/Te) = 2 Va — Fy Ga: 
Die in [1] Satz 6 eingefiihrte meromorphe Funktion Mz léBt sich nun mit 
Hilfe von (4) bis (7) offenbar folgendermaBen darstellen 
(8) V2 Mz(s + 1/2) =—y(s)+ D m(A) O(s, A). 

Az>0 

Dabei ist m(A) das in [1] 1.4 definierte Eigenwertspektrum von § und ins- 
besondere 


(9) m(0)=m,=1. 
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2.3. Nach [1] Satz 6 gilt in der Halbebene o > 1 : Dz(s) = Mz(s). Daraus 


und aus (2), (8) ergibt sich nun die fiir das Folgende grundlegende Relation‘) 


(10) D*(s) + y(s)= 3? m(A) O(s,4), o>1/2. 
A=0 


(1) 


3. Integraldarstellung der Eulerschen Betafunktion 


3.1. Fiir Re(p + q) > 0, Re(p—q) > 0 gilt 


2r(s t srs 2)/r@ 4: f (Cost)-” Cosgt dt. 
0 


3.2. Beweis: Die Eulersche Betafunktion 


B(x, y) = I'(x) I'(y)/I'(x + y) 


besitzt bekanntlich die Integraldarstellung 


(2) 


Fiil 
kon 


(3) 


B(x, y) Bw 1(] t)¥-ldr; Rez, Re y 0. 


' : . —_ l " 
ut man in dieses Integral die neue Variable ¢ 5 log (t/1 T) ein, so 


imt 


B(x, y) = 2 f (L + e#)-*-ve2#t dt, Rex, Rey>0O. 


Aus (1), (3) folgt nun fiir Re(p + q) > 0, Re(p—q) > 0: 


r(2+4)r(2—4)[rw-2-2» f (cosn-rerrae 


2-2-”-f (Cost)-” e% dt 2-2 A (Cost)-” e-%' dt 
0 0 
4-2-?- | (Cost)-? Cosqt dt. 


3.3. Fir o > 0 gilt 


r(=) ; 
me a e~ *t ArCose' dt . 
r(tt i ) rap) 
0 
3.4. Beweis: Nach (1), (2) gilt 
, 1 
r(s)r(s)/7s) | r?2-3 (1 t)12dt, o>O. 


*) Diese Relation kénnte auch aus der allgemeinen Spurformel von A. SELBERG ([4], 


(3.2) pag. 74) hergeleitet werden. 
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Fiihrt man in dieses Integral die neue Variable t 5 log t ein, so ergibt sich 


(2\ p/(1 [s+] F ‘ q 
r(2)r(s)/r(tP)=2 few aetna. 
i) 
2 . d ; 
Daraus folgt wegen (1 — e~**)-1 qi (ArCose‘) durch partielle Integration 


die Behauptung 3.3. 


4. Integraldarstellung von 2m (A) ®(s,A) 


4.1. Aus 3.1 folgt mit p = s, g = ix unter Beriicksichtigung von 2.2 (5), (6): 


(1) @D(s, i) 4 { Cos Stcosxtdt, 2 0. oa 1/: 


0 


bo 


Fiir A + 1/4 ist x(A) + 0. In diesem Fall ergibt sich aus (1) durch dreimalige 
partielle Integration 


P : as F a l l 
(2) @(s, A) 48 | Q(s,t)x-% sinxtdt, A 0, Ad a ¢ . 
0 
mit 
Q(s,t t Fost @ (Cos~*-1t Sint 
(3) vs, #) con 7" ae —) 


s? Cos~ *-1t Sint (s + 1) (s + 2) Cos~*-%t Sint. 


Fiir 2 = 1/4 dagegen ist x = 0, also nach (1) 


P(s, 1/4) = 4- [ Cos-*tdt. 
0 
Daraus ergibt sich durch dreimalige partielle Integration 
2 7 
(4) @M(s, 1/4) 4 8 / (8, t) dt. 
6 
4.2. Wir setzen nun 
(5) A (t) 4 3S’ m(A)x-*sinxt. 
OsA i/4 
Dann ist nach 2.2 (5), (9) 


> “ t 
(6) A(t) = 32 Sin 


9» 


+4 3° m(A) (1/4—A)-%? Sin((1/4— A)*6), 


5 O<A<1/4 
also 
(7) A(t) O(et/2) , oor - 
Da bekanntlich 3’ m(A)A-3/2 konvergiert (vgl. 7.1), so ist nach 2.2 (5) 
A>0 
(8) Sy m(ajx-*= SY m(A) (A— 1/4)-32 < w. 


A>1/4 A>1/4 
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Folglich konvergiert die Reihe 


— 


(9) Bit)=4 » 
A> 1/4 


m(A)x-* sinxt = 4 
1/4 a 


y* m(A) (A — 1/4)-3? sin((A — 1/4)"/2) 


absolut und gleichmaBig fiir alle reellen ¢ und stellt eine stetige und beschrankte 
Funktion dar: 


(10) B(t) = O(1), t++o. 
Nach (3) gilt 


f |Q(s,t)| dt<o, o>0. 
0 
Somit ist wegen (8) fiir ¢ > 0 
» f \Q(s, t) m(A)x-8 sinxt| dt < 3S’ m(A)x-* f |Q(s,t)|dt<o. 


A>1/4 0 A>1/4 0 


Daher folgt jetzt aus (2), (4) und (5), (9) 


(11) ¥' m(A) O(s, 4) = 8 [ | A(t) — Bit) + = m(1/4)#) Q(s,t) dt,a>1/2. 


ARC 


5. Integraldarstellung von D*(s) + y(s) 
5.1. Aus 2.2 (4) folgt wegen J"(s + 1) = s I(s) 
y(s) = 42 ya (g—1) 8 I(s + 1/2)/P(s + 1). 
Die Legendresche Duplikationsformel ergibt 
’ l Qs omni é& l ,~{ 8 3 
yx I'\s z=) POP. +s ts +7). 


Somit wird 


y(s) = 284291) oP (*F— +4) P(*Z--4)/Te+. 


Daher folgt aus 3.1 mit p= s+ 1,q : 
; t 
(1) y (8) = 8(g —1)8 | Cos~*-1t Cos = dt , o>—l2. 
0 " 
5.2. Aus 1.1 (2) und 2.1 (1), (3) folgt 
D* (s) f Cos *t d Q(t) = s f Cos~*-*t Sint Q(t) dt, o>l1/2. 


0 0 
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Daraus und aus (1) ergibt sich jetzt fiir o > 1/2: 
r 
. t . 
D*(s) + y(s)=s lim Cos~ *-1t Sint { Q(t) +. 4(g —1) { Sin > } )dt. 
(2) ‘ é- ne 


t 
Fir t¢>0 ist offensichtlich 2, (t) — 8(g — 1) log Ctg 4 ein unbestimmtes 
eB wee . ‘ ‘ 
Integral von £2(t) + 4(g—1) { Sin = } . Daher ergibt partielle Integration: 
, 


[ Cos *-1¢ Sint (Q(t) + 4(g—1) {Sin x) )at 


3 
in “ A . 0 t |? 
\Cos-* 1t Sint (2, (t) — 8(g 1) log Ctg +)}, 
. 
5 t 1 ° 
| (2,(t) — 8g — 1) log Ctg x) ai (Cos~*-1# Sint) dt . 


Wegen 2.1 (3) folgt nun hieraus und aus (2) fiir o > 1/2: 


J ne t d . 
(3) D*(s) + y(s) =—s | { 2, (t) — 8(g — 1) logCgt 7) 3 (Cos-*-1t Sint) dt. 
0 
Wir setzen jetzt 
t 
(4) K (t) = Q,(t)—8(g—1) | log Ctg dr. 
Dann ist nach 2.1 (3) 
(5) K (t) = O(e2 +4) , t+ +00, 


Somit folgt aus (3) durch nochmalige partielle Integration unter Beriick- 
sichtigung von 4.1 (3): 


te 


(6) D*(s) + y(s) = 8 f Q(s, t) K(t) dt, o>] 
0 
6. Beweis von Satz I 


6.1. Die fundamentale Relation 2.3 (10) kann wegen 4.2 (11) und 5.2 (6) 
folgendermaBen geschrieben werden: 


(1) f Qls,t) R(t) dt=0, o>1/2, 
wobei 
(2) R(t) = K(t)— A(t) + Bit) : m(1/4)é*. 


Math. Ann, 142 
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Nach 4.2 (7), (10) und 5.2 (5) gilt fiir jedes e > 0 
(3) R(t) = O(e2= 4 , t>++« 
Wir setzen jetzt 


F(s) = { Cos~*-1t Sint R(t) dt 
0 
(4) : 
{ e~**R(ArCose*) dt , o>1/2. 
0 
Wegen (3) konvergiert dieses Laplace-Integral absolut in der Halbebene 
o > 1/2; daher gilt: 
6.2. F(s) ist regulir analytisch in der Halbebene o > 1/2 und beschrankt 
in jeder Halbebene o 1/2+ 6,d6>0. 
6.3. Die Funktion 


(5) G(s) =s F (s) 


ist ganz und besitzt die Periode 2. 
6.4. Beweis: Nach 6.2 ist G(s) jedenfalls regular in der Halbebene o 1/2. 
Es mu8 deshalb nur noch gezeigt werden, daB G(s + 2) = G(s) in dieser Halh 
ebene. Aus (1) und (4) folgt wegen 4.1 (3): 
s?F'(s)— (s + 1) (s + 2) F(s + 2)=0. o>1/2. 
Daraus und aus (5) ergibt sich aber wegen J'(s + 1) = sJ(s) in der Tat 
Gis 2) G(s). 
6.5. Es gilt gleichmaBig in o 
Gio + it) = O()t|>/*) fair = |t| > 1. 
6.6. Beweis: Bekanntlich®) ist fiir x 2, eS & © gleich- 
maBig in x 
I(x + ty)| = O(e— 7?!" |y|2-12) 
I(x + ty)|-?= O(e7*'¥!|y|1/2—-2) y| > x 
Daraus ergibt sich sofort: Fiir |t| — oo gilt 
fet] 
‘ny 
(3) 


Somit folgt aus (5) und 6.2 


O(\t}*) gleichmaBig fiir | o=< 3. 


NM & 


Gio + it) O(\t|?/*) , lt] > 00 , 


gleichmaBig fiir 1 < o < 3. Da aber G(s) die Periode 2 besitzt, so gilt diese 
Abschatzung sogar gleichmaBig fiir —oo < o 0, 


5) Vgl. z. B. [3], Satz 160, pag. 81. 
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6.7. Da die ganze Funktion G(s) die Periode 2 besitzt, so ist 


{1 
(6) f(w) G { ni logw} 
eindeutig und regular fiir 0 w ©. Ferner gilt nach 6.5 
(7) f(w) = O(\log|w}|*/*) fiir |log|w|| > + « 


gleichmaBig in argw. Daraus folgt zunachst: lim w - /(w) = 0. Somit ist /(w) 
“ >0 

regular in den Nullpunkt hinein fortsetzbar, also eine ganze Funktion. Weiter 

folgt aus (7): lim f(w)/w = 0. Daher muB die ganze Funktion /(w) konstant 


u“ 


sein. Wegen (6) ist daher auch G(s) konstant und somit nach (5) 
r(s) 


sI'(- - 


F(s) = I'(1/2) 


mit einer geeigneten Konstanten c. Daraus folgt nun nach 3.3: 


(3) F (s) c { e~** ArCose™ dr, o>0dO. 


0 


Da ArCose™ und R(ArCose’) fiir tr > 0 stetig sind, so folgt jetzt aus (4) und (8) 
nach dem Eindeutigkeitssatz der Laplace-Transformation: R(t) = ct fir t > 0, 


also wegen (2): 


K (t) = A(t) = m(1/4) ct Bit), t 0. 


Damit ist aber wegen 4.2 (6), (9) und 5.2 (4) der Satz I bewiesen. 


7. Beweis der Siitze II—IV 
7.1. Fir 7’ > + oo gilt 

> m(A) A-32? = O(T-¥?) . 

A>7 
2.2. Beweis: Setzen wir 

M(t)= 3) m(A), 
Ast 
so ist nach [1] 1.5 


(1) M(t) ~ (g—1)t, t— 1. 
Nun gilt offenbar 

7; 

Dd» m(Ajs-3?#= f t-327 dM (t) 
T<isT, T 
T’; 
3 F ajo 
T73? M(T,)— T-3? M(T) +> | t-*?-! M(t) dt. 


a T 
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Somit folgt aus (1) 


+ m(A) A 3/2 T 3/2 M(T) 3 [ t -3/2-—1 M (t) dt O(T-1/2) 
’>T7 } 
7.3. Es sei 
(2) d(t)+0 fir t>0, d(f)=o(1) fir t>+o. 


Ist f(t) eine fiir t > 0 definierte Funktion, so werde gesetzt: 


f(t + d(t)) — f(t) 


(3) D,(f (t)) = - 5(t) fir t+ d(t)>0. 

Wie man sofort sieht, hat der lineare Operator D,: f + D,(f) folgende Eigen- 

schaften : 

(4) D,(t) = 1. 

(5) D,(#) = Off) , t> +o. 

t 

(6) Ds | logCtg i ar] o(1), t+ +o. 
6 

(7) D;(Sinat) ; et + O(|d| et/2) + o(1), t>+0,0<as 1/2. 

(8) D,(e**) = we**+ Old et/?), t++ao,0<as 1/2. 

(9) Ds(f) = O(et/*/|d|), wenn f(t) = O(et/*), t—+> +0. 

Wir zeigen jetzt: 

(10) D,(B(t)) = O(\6|-*?) , t—> +00. 


Beweis: Wird zur Abkirzung 
(11) % = (A— 1/4)”, A>1/4, 
gesetzt, so ist nach 1.2 (5) 


B(t + 6(t))— Bit) = 4 SY m(A) x-3[sin(xt + xd) —sinxt] 


x>0 
8 3’ m(A) x-3 sin { ad 6) cos (xt + = 6) 
x>0d0 - ” 
und daher 
(12) |B(t + d(t)) — Bit) 3S,+88, 
mit 
(13) S, Sm) x-4|sin (~- |d|)), 
0<x<|d|-"/* - 

(14) S, > m(A)x-3. 


x> |di—1/2 
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Wegen (2) gibt es ein solches t, > 0, daB |6/!/* < a fiir t >t). Dann gilt fir 


" l , ¢ 
t>t, und 0<x 6|-1/2: 0 ad 6| <-> |d|'/* < a/2; also 0- sin (~ 6| } - 
. l . . , 
sin (-- |6|1/2) <-; |6|!/* und somit 
(15) S,<t pe SY max, t> te. 
= 0 x |di-*/2 
Wegen (11) und 7.1 ist aber 
> m(A) x-3 0. 
x>0 
Somit folgt aus (15) 
(16) S, = O(\6}*/) , t+ +00. 


Wegen (2) gibt es ein solches t, > 0, daB |6(t) 2 fiir t > t,. Somit ergibt sich 
aus (11) und (14) 


S, > m(A) A-9/2(1 — 1/44)-3? < 237 = 3S m(ApAF, t>t,. 

A 6i-! A d\-* 
Daher ist nach 7.1 S, = O(|6)'/*). Daraus und aus (16), (12) folgt nun in der 
Tat die Behauptung (10). 

7.4. Wenden wir den linearen Operator D, auf 1.2 (4) an, so ergibt sich 
unter Beriicksichtigung von (4) bis (7) und (10) 

D,(Q,(t)) = 8et?+ 2 SY mid) (1/4—d)-teat-a™ 

(17) 0 A 1/4 


O(t?) + O(|d| et/*?) + O(/d|) . 


Die Summe der Restglieder, welche von 6 abhangen, wird offenbar dann von 


minimaler GréBenordnung, wenn 4(t) so gewahlt wird, daB |d/e'/?= |4|-1/*, 
also fiir d(t) +e-*/3, Dann sind auch die unseren Rechnungen zugrunde 


liegenden Voraussetzungen (2) erfiillt, und wir erhalten aus (17) 


D,(Q,(t)) = 8e?+2 3S mA) (1/4—A)-2 e* yrts O(ets), toi 
(18) 0<jA<2/9 
fir d(t) = +e-**. 
Andererseits ist nach 1.2 (3) 
i + S(t) 


l 
Ds(2,(t)) = 3% | Q, (rt) dt, 
t 


also, da 22, (t) monoton wachst, 
22, (t) S D;(Q2,(t)) fir d(t)>0 


22, (t) = D,(Q2,(t)) fir d(t) <0. 
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Hieraus und aus (18) ergibt sich nun 


(19) Q,(t)=8e?+2 SY m(A) (1/4—A)-t 4-8" Of), t+ 


0 A 2/9 


womit die erste Halfte von Satz II bewiesen ist. 
7.5. Wenden wir den linearen Operator D, auf (19) an, so ergibt sich unter 
Beriicksichtigung von (8), (9) sofort 


D,(Q,(t)) = 42+ 2 SY mid) (/4—A)-2e4 
(20) 0 , 2/9 
O(\d} et/*) O (et/®/\d)) 


Die Summe der Restglieder wird dann von minimaler GréBenordnung, wenn 
6(t) so gewahlt wird, daB |d| e*/? = e*/®/|d|, also fiir 3(¢) e~/8- dann ergibt 
sich aus (20) 


D,(Q,(t)) =4e?7+2 SS m(A)(1/4—A)-2e 4-9" + Ole), tina, 
(21) 0 A 5/36 
fiir O(t) qt. 
Andererseits ist nach 1.2 (3) 
D(Q O l 
(2, (4) = 3H | Q(t) dt, 


also, da {2(t) monoton wachst, 
Qit) D,(2,(t)) fir d(t) > 0 
Q(t) D,(922,(t)) fiir d(t) <0. 
Daraus und aus (21) ergibt sich jetzt 


(22) 2(t) = 4e/*#+ 2 = m(A) (1/4 — A)- 24-48 Oe), =tE++00. 
0<1A< 5/36 
Damit ist Satz II vollstandig bewiesen. 
7.6. Aus 1.2 (1) und 1.2 (2) ergibt sich 


. ee ; “a ] ; ° T 
(23) yp (t) | Sin = d 22(t) = Q(t) Sin>—s | Q(t) Cos-5- dt. 


Setzen wir zur Abkiirzung 


l ‘ 
(24) Lj 5 + (1/4— A), 
so folgt aus (22) sofort 
{ a: t 
}Sin | 
(25) Q(t)- | t Ze! Zz m (A) (1/4 — A)-/2e%4! + O(e5t/8) 
Cos _ 0<A< 5/36 














Hyperbolische Raumformen und Bewegungsgruppen. II 397 


und somit 


t 
(26) | Q(t) Cos = dr = 2et Dy = m(A) az (1/4 — A)-*2e%4' + O(e5*/*) . 
6 
Aus (23) bis (26) schlieBt man nun 
(27) p(t) =e! D> mA) azte™! + Ofe5*/®) , t>+« 
0< 14< 5/36 
Damit ist Satz III bewiesen. 
7.7. Setzen wir 
€ 7 > 
H(t)}= Dd wD), 
wD) <t 

wobei iiber alle primitiven Wegklassen J der Lange u(%) < ¢t auf F zu sum- 
mieren ist, so ist nach [1] 1.12 


28) O(t)=0 fir O<t<pm, 

und 

(29) y(t) i? (t) ?(t/2) by Pi(tin). 

Daraus folgt zunachst ?(t) w(t), also wegen (27): 

(30) (tt) = Oe’), t>++« 
(31) (t/2) = O(e'/*). 


Da #&@(t/x) bei festem t > 0 offenbar eine nichtnegative und monoton ab- 
nehmende Funktion von x > 0 ist, so gilt 


Dd d(t/n) | B(t/jxe)dx=t | y 2 d(y)dy=t | y~2 B(y) dy. 


x t/2 t/2 


n 


0 


Daraus folgt wegen (30) und wegen 


xz 
(32) | ¥y 2e¥ dy ~ 2 *e7, «—> 0; 
Ho 


x 


DY A(t/n) = Ole? It) , t+ +00, 


n 5 


Somit ergibt sich aus (29) und (31): #(t) = p(t) + O(e/*), also wegen (27): 


(33) O(t)=e + DP mA) azte%*+ O(e5'/) , t+> +o. 


0<1A< 5/36 
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Nach [1] 1.12 gilt 


t 


(34) x(t) = A(t)/t+ fr? A(t) dr. 


Wegen 
t 
f O(e5*/8/x?) dt = O(e5*/*/t?) , 
He 
ergibt sich aus (33), (34) sofort 
a(t)=et/t + [ r-2e™dr > m(A) az |t-e* 
(35) ie 0<4< 5/36 


O(e5*/8/t) , 


Fiir « > 0 folgt durch partielle Integration 


t t eat 
u 


ett + f r-2e**dt = aft e**dr+O(l)=a f{ duflogu + O(1) 


He He e& Ho 


~ Li(e**) + O(1). 


Somit ergibt sich aus (35) in der Tat die Behauptung von Satz IV. 
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